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Resumo
NOME: Brigitte Melo Tome´ Lehodey
FACULDADE: Faculdade de Cieˆncias e Tecnologia
ORIENTADOR: Professor Doutor Paulo Sa´
DATA: 2 de Julho de 2007
TI´TULO DA TESE: Modos r de oscilac¸a˜o em estrelas de neutro˜es
A presente tese e´ dedicada ao estudo dos modos r de oscilac¸a˜o em estrelas de
neutro˜es. O seu objectivo consiste em determinar a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial
na evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r e na detectabilidade das ondas gravitacionais
associadas a este modo de oscilac¸a˜o. A rotac¸a˜o diferencial, como foi demonstrado
recentemente, e´ uma caracter´ıstica inevita´vel dos modos r na˜o lineares. Analisamos
o papel desempenhado por esta rotac¸a˜o diferencial na evoluc¸a˜o da instabilidade do
modo em estrelas de neutro˜es rece´m-nascidas. Mostramos que, devido a` presenc¸a
de rotac¸a˜o diferencial, a amplitude do modo r satura naturalmente, enquanto a
velocidade angular da estrela diminui para valores compat´ıveis com os dados obser-
vacionais. Estudamos, ainda, a detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas,
devido a` instabilidade do modo r, por uma estrela de neutro˜es rece´m-nascida, tendo
em conta a presenc¸a de rotac¸a˜o diferencial. Mostramos que a detectabilidade destas
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ondas gravitacionais depende crucialmente da rotac¸a˜o diferencial associada ao modo
r. Se a rotac¸a˜o diferencial inicial for pequena, as ondas gravitacionais podera˜o ser
detectadas pelas verso˜es avanc¸adas dos detectores interferome´tricos LIGO e Virgo,
desde que a estrela se encontre a menos de 20 Mpc da Terra.
Palavras-chave: oscilac¸o˜es estelares, rotac¸a˜o diferencial, estrelas de neutro˜es,
modos r, ondas gravitacionais.
Abstract
R-modes oscillations in neutron stars
This thesis is devoted to the study of r-modes in neutron stars. Its aim is to
determine the influence of differential rotation on the evolution of the r-mode insta-
bility and on the detectability of gravitational waves from the r-mode. Differential
rotation, as shown recently, is an unavoidable feature of nonlinear r-modes. We
analyse the role played by this differential rotation on the evolution of the r-mode
instability in newly-born neutron stars. We show that, due to the presence of dif-
ferential rotation, the amplitude of the r-mode saturates in a natural way, whereas
the angular velocity of the star decreases to values compatible with observational
data. We also study the detectability of gravitational waves emitted by newly-born
neutron stars, due to the r-mode instability, taking into account differential rotation.
We show that the detectability of these waves depends crucially on the differential
rotation associated to the r-mode instability. For small initial differential rotation,
gravitational waves could be detected by the advanced laser interferometer detectors
LIGO and Virgo, if the neutron star is located less than 20 Mpc away from Earth.
Key-words: stellar oscillations, differential rotation, neutron stars, r-modes,
gravitational waves.
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Prefa´cio
Os modos r sa˜o oscilac¸o˜es na˜o radiais em estrelas com rotac¸a˜o cuja forc¸a de
restituic¸a˜o e´ a forc¸a de Coriolis. Estes modos de pulsac¸a˜o foram descobertos por
Papaloizou e Pringle em 1978. Contudo, so´ a partir de 1998 e´ que os modos r
atra´ıram as atenc¸o˜es, quando Andersson descobriu que estes modos sa˜o insta´veis
em estrelas de fluido perfeito qualquer que seja o valor da velocidade de rotac¸a˜o.
Posteriormente, verificou-se que mesmo na presenc¸a de viscosidade, a instabilidade
dos modos r continuava activa para valores relevantes da velocidade angular da
estrela.
O estudo dos modos r de oscilac¸a˜o em estrelas de neutro˜es pode ser relevante para
va´rios domı´nios de investigac¸a˜o. Em primeiro lugar, os modos r podem explicar a
diminuic¸a˜o da velocidade de rotac¸a˜o em estrelas de neutro˜es rece´m-nascidas, recon-
ciliando a teoria com os dados observacionais. Efectivamente, a teoria de formac¸a˜o
das estrelas de neutro˜es preveˆ valores para a velocidade angular da estrela muito
maiores do que aqueles que sa˜o observados. A emissa˜o de ondas gravitacionais
devido a` instabilidade dos modos r de pulsac¸a˜o poderia levar a` diminuic¸a˜o da ve-
locidade angular da estrela, explicando a discrepaˆncia acima referida. Em segundo
lugar, os modos r de oscilac¸a˜o representam tambe´m uma prova´vel fonte de ondas
gravitacionais que podera´ ser detectada pelos detectores interferome´tricos de ondas
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gravitacionais LIGO e Virgo. Finalmente, a detecc¸a˜o destas ondas podera´ permitir
estudar a composic¸a˜o do nu´cleo interno das estrelas de neutro˜es.
A maioria dos estudos sobre os modos r e as suas implicac¸o˜es astrof´ısicas foi
realizada no aˆmbito da teoria linear. No entanto, um conhecimento mais profundo
dos modos r e da sua relevaˆncia astrof´ısica requer que se tenham em conta os efeitos
na˜o lineares na evoluc¸a˜o do modo.
Nestes u´ltimos anos, dedica´mo-nos a` investigac¸a˜o da evoluc¸a˜o da instabilidade
do modo r no aˆmbito da teoria na˜o linear e ainda ao estudo da detectabilidade das
ondas gravitacionais emitidas devido a esta instabilidade. Os resultados obtidos sa˜o
descritos nesta tese.
Uma introduc¸a˜o a`s estrelas de neutro˜es, a`s pulsac¸o˜es na˜o radiais, ao mecanismo
CFS (Chandrasekhar-Friedman-Schutz) e a`s ondas gravitacionais e´ apresentada no
primeiro cap´ıtulo. Nesta introduc¸a˜o limitamo-nos a descrever os aspectos que con-
sideramos essenciais para a compreensa˜o do material contido nos cap´ıtulos seguintes.
No cap´ıtulo 2 apresentamos os modos r no aˆmbito da teoria linear. Comec¸amos
por descrever os modos r em estrelas de fluido perfeito, explicando como surge a
instabilidade CFS. Seguidamente, debruc¸amo-nos sobre a influeˆncia da viscosidade
e determinamos a curva de instabilidade no caso de estrelas de neutro˜es rece´m-
-nascidas. Descrevemos, ainda, a evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, usando um
modelo fenomenolo´gico simples proposto por Owen et al. Por fim, descrevemos de
forma sucinta os modos r em estrelas de neutro˜es mais realistas, em que a presenc¸a
de uma crusta, de um campo magne´tico ou de mate´ria exo´tica e´ considerada.
O cap´ıtulo 3 e´ consagrado ao estudo dos modos r no aˆmbito da teoria na˜o li-
near. Comec¸amos por descrever, de forma sucinta, os primeiros trabalhos em que
se sugere a existeˆncia de rotac¸a˜o diferencial associada aos modos r de oscilac¸a˜o.
Seguidamente, descrevemos de forma detalhada a extensa˜o na˜o linear dos modos r
xobtida no caso de estrelas newtonianas de fluido perfeito barotro´pico. Esta soluc¸a˜o
corresponde a rotac¸a˜o diferencial que produz derivas em larga escala de elementos
de fluido ao longo das latitudes estelares.
No cap´ıtulo 4, estudamos a evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r em estrelas de
neutro˜es. Para tal, usamos a soluc¸a˜o na˜o linear descrita em detalhe no cap´ıtulo 3,
que descreve rotac¸a˜o diferencial associada aos modos r. Mostramos que esta rotac¸a˜o
diferencial desempenha um papel crucial na saturac¸a˜o da amplitude do modo r e na
diminuic¸a˜o da velocidade de rotac¸a˜o da estrela de neutro˜es para valores compat´ıveis
com os dados observacionais.
Finalmente, o u´ltimo cap´ıtulo e´ consagrado ao estudo da influeˆncia da rotac¸a˜o
diferencial na detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas devido a` instabili-
dade do modo r em estrelas de neutro˜es. Mostramos que a detectabilidade destas
ondas depende crucialmente da rotac¸a˜o diferencial associada ao modo r. Se a rotac¸a˜o
inicial for pequena, as ondas gravitacionais podera˜o ser detectadas pelas verso˜es
avanc¸adas dos detectores interferome´tricos LIGO e Virgo, desde que a estrela de
neutro˜es emissora das ondas gravitacionais se encontre a uma distaˆncia da Terra
inferior a 20 Mpc.
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CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O 2
Esta tese tem como objectivo estudar os modos r de pulsac¸a˜o em estrelas de
neutro˜es rece´m-nascidas, a emissa˜o de ondas gravitacionais associada a` instabili-
dade dos modos r e a detectabilidade destas ondas gravitacionais com os modernos
detectores de interferometria laser. Antes de nos debruc¸armos sobre estes assun-
tos, introduzimos alguns temas que sera˜o abordados com maior ou menor eˆnfase
ao longo deste trabalho. Assim, nesta introduc¸a˜o descrevemos brevemente as es-
trelas de neutro˜es, as pulsac¸o˜es na˜o radiais nestas estrelas, a instabilidade CFS
(Chandrasekhar-Friedman-Schutz) e as ondas gravitacionais.
1.1 Estrelas de neutro˜es
Em 1934, Baade e Zwicky sugeriram que um novo tipo de estrela poderia existir,
a estrela de neutro˜es, que representaria o ponto final da evoluc¸a˜o estelar. Assim,
eles escreveram [1]: “Com toda a reserva, avanc¸amos com a ideia que uma super-
nova representa a transic¸a˜o de uma estrela comum para uma estrela de neutro˜es,
constitu´ıda principalmente por neutro˜es. Tal estrela pode possuir um raio muito
pequeno e uma densidade extremamente elevada.”
Mais tarde, em 1939, foram publicados os primeiros modelos teo´ricos sobre es-
trelas de neutro˜es por Oppenheimer e Volkoff [2], onde se assumia que estas estrelas
eram constitu´ıdas por um ga´s perfeito de neutro˜es livres com uma densidade elevada.
Como nessa altura se desconhecia a provenieˆncia da energia das estrelas, os
primeiros trabalhos sobre estrelas de neutro˜es procuravam essencialmente associar
a fonte da energia estelar a` existeˆncia de um nu´cleo de neutro˜es em estrelas macic¸as
normais. No entanto, assim que se compreendeu o mecanismo de fusa˜o nuclear e a
produc¸a˜o de energia no nu´cleo das estrelas, as estrelas de neutro˜es deixaram de ser
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estudadas e foram praticamente ignoradas pela comunidade cient´ıfica durante os 30
anos que se seguiram. Outra raza˜o pela qual, nessa altura, as estrelas de neutro˜es
na˜o despertaram grande interesse por parte dos cientistas estava relacionada com o
facto de estas estrelas serem objectos muito pequenos e frios, parecendo imposs´ıvel
observa´-los.
Este cena´rio modificou-se consideravelmente com a descoberta do primeiro pul-
sar. Em 1967, foi detectado um objecto astrono´mico que emitia ondas de ra´dio sob a
forma de sinais perio´dicos, parecidos com um pulso [3]. A associac¸a˜o dos pulsares a
estrelas de neutro˜es na˜o e´ o´bvia, e o primeiro a propoˆ-la foi Gold em 1968 [4]. Efec-
tivamente, Gold propoˆs que estes sinais eram emitidos por estrelas de neutro˜es que
giravam muito rapidamente sobre si pro´prias e que tinham um campo magne´tico na
sua superf´ıcie da ordem de 1012 G. A partir desse momento, comec¸ou a realizar-se
investigac¸a˜o teo´rica sobre as propriedades e a composic¸a˜o das estrelas de neutro˜es,
que continuou muito activa ate´ hoje.
As descobertas quase simultaˆneas dos pulsares do Carangueijo [5] e de Vela [6]
em 1968, os dois situados em remanescentes de supernovas, vieram confirmar as
previso˜es de Baade e Zwicky sobre a formac¸a˜o de estrelas de neutro˜es em exploso˜es
de supernovas.
Os termos “pulsar” e “estrela de neutro˜es”, apesar de aparecerem muitas vezes
associados, na˜o sa˜o equivalentes. Assim, o termo “pulsar” e´ usado para definir um
objecto astrof´ısico observado que tem a propriedade de emitir radiac¸a˜o pulsada,
enquanto o termo “estrela de neutro˜es” refere-se ao objecto teo´rico, independente-
mente da sua observac¸a˜o como pulsar, ou a uma estrela muito compacta que na˜o
seja observada atrave´s da sua radiac¸a˜o pulsada mas por outro meio qualquer.
Uma estrela de neutro˜es tem, tipicamente, uma massa M da ordem de 1.4
massas solares (1M¯ = 1.989 × 1030 kg), um raio R da ordem de 12 km e uma
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densidade central ρc da ordem de 5 a 10 vezes a densidade nuclear de equil´ıbrio
ρ0 ' 2.7× 1014 g.cm−3 [7]. Assim, uma estrela de neutro˜es representa uma das for-
mas mais densas de mate´ria no Universo. Embora os neutro˜es sejam maiorita´rios na
composic¸a˜o nuclear das estrelas de neutro˜es, alguns proto˜es (assim como electro˜es
e muo˜es) tambe´m esta˜o presentes. A densidades supra nucleares, va´rios tipos de
part´ıculas podem aparecer como, entre outras, meso˜es condensados ou ate´ quarks
desconfinados. Ale´m do mais, espera-se que na regia˜o mais central, devido a`s ele-
vadas temperaturas, os fluidos de neutro˜es e de proto˜es sejam superfluidos [8].
O termo estrelas de neutro˜es abrange as estrelas ditas “normais”, as quais sa˜o
compostas por mate´ria hadro´nica “cla´ssica”, onde os quarks esta˜o confinados em
hadro˜es, as estrelas “h´ıbridas”e as estrelas “estranhas”, compostas, em parte ou
totalmente, por quarks desconfinados do tipo up, down e strange [9].
Uma estrela de neutro˜es tem cinco regio˜es principais, os nu´cleos interno e externo,
a crusta, o envelope e a atmosfera.
A atmosfera e o envelope representam uma proporc¸a˜o negligencia´vel da massa
total. No entanto, a atmosfera tem um papel preponderante na forma do espectro
dos foto˜es emergentes e o envelope influencia de forma crucial o transporte e a
libertac¸a˜o da energia te´rmica para a superf´ıcie estelar [7].
A crusta, com uma espessura de 1 a 2 km, e´ composta essencialmente por nu´cleos
ato´micos. Dependendo da densidade, encontram-se diferentes tipos de nu´cleos. As-
sim, quando a densidade e´ menor do que aproximadamente 109 kg.m−3, esta˜o pre-
sentes essencialmente nu´cleos de 56Fe, mas mais perto do nu´cleo, quando se atinge
densidades da ordem de ρ ≈ ρ0/3, encontram-se nu´cleos com A ≈ 200. Este tipo
de nu´cleos, com uma quantidade ta˜o elevada de neutro˜es na˜o sa˜o observados em
laborato´rio [7].
Os restantes 10 a 11 km formam os nu´cleos externo e interno. Estas regio˜es
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centrais representam cerca de 99% da massa da estrela. O nu´cleo externo, cuja
espessura varia conforme os modelos, consiste numa “sopa” de nucleo˜es, electro˜es e
muo˜es. Os neutro˜es sa˜o provavelmente superfluidos e os proto˜es supercondutores.
No nu´cleo interno existem provavelmente part´ıculas exo´ticas [7].
Subsistem ainda muitas incertezas acerca das estrelas de neutro˜es, nomeada-
mente no que diz respeito a` sua equac¸a˜o de estado. Efectivamente, a equac¸a˜o de
estado esta´ relativamente bem determinada para a crusta e o nu´cleo externo, mas
permanece uma inco´gnita para a regia˜o central da estrela de neutro˜es.
Um factor importante para a definic¸a˜o da equac¸a˜o de estado e´ a determinac¸a˜o
da massa limite da estrela de neutro˜es, valor ma´ximo da massa que a estrela pode
sustentar. Assim, o valor da massa limite para um determinado modelo de estrelas
de neutro˜es vai depender do tipo de equac¸a˜o de estado escolhido. Por exemplo,
quanto mais “stiff” a equac¸a˜o de estado, maior sera´ o valor da massa limite [9].
Devido a` dificuldade de modelar uma estrela de neutro˜es real e tambe´m a` falta
de consenso quanto a` composic¸a˜o do nu´cleo, uma das equac¸o˜es de estado mais
utilizadas e´ a politro´pica. As estrelas politro´picas sa˜o modelos pseudo-estelares onde
se assume a priori que a densidade e a pressa˜o esta˜o relacionadas por p = κργ, mas
onde na˜o se faz nenhuma refereˆncia ao transporte de calor ou ao equil´ıbrio te´rmico.
Apesar destas equac¸o˜es serem apenas uma aproximac¸a˜o da estrutura estelar, teˆm-se
mostrado muito u´teis para interpretar muitos aspectos da estrutura estelar real.
No que diz respeito a` massa das estrelas de neutro˜es, modelos teo´ricos mostram
que a faixa de massas permitidas varia entre 0.2 e 3M¯ [9]. Uma massa inferior a
0.2M¯ na˜o seria suficiente para a forc¸a gravitacional manter a estrela no seu estado
condensado e uma massa maior do que 3M¯ levaria ao colapso gravitacional para
um buraco negro. Pore´m, valores pro´ximos do limite de Chandrasekhar (1.4M¯)
para uma estrela de neutro˜es parecem ser favorecidos pela Natureza. O limite de
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Chandrasekhar corresponde ao valor ma´ximo da massa de uma estrela que pode ser
suportada pela pressa˜o de degeneresceˆncia dos electro˜es, valor ma´ximo da massa de
uma ana˜ branca. O valor final da massa da estrela de neutro˜es pode ser inferior a este
limite se houver perda de massa durante a formac¸a˜o da estrela de neutro˜es. Num
estudo recente, onde foram determinadas as massas de doze estrelas de neutro˜es com
elevada precisa˜o, mostrou-se que dez destas estrelas tinham massas muito pro´ximas
do limite de Chandrasekhar e que apenas duas ultrapassavam este valor [10]. Outro
levantamento das massas de 23 estrelas de neutro˜es encontrou valores que variam
entre 0.6M¯ e 2.5M¯ [11]. A determinac¸a˜o precisa da massa das estrelas de neutro˜es
desempenha um papel fundamental no constrangimento da equac¸a˜o de estado da
estrela de neutro˜es e, portanto, no conhecimento detalhado das suas propriedades e
composic¸a˜o.
O raio de uma estrela de neutro˜es esta´ relacionado com a sua massa atrave´s da
equac¸a˜o de estado. Por exemplo, o raio t´ıpico de uma estrela com uma massa de
1.4M¯ e´ de 10 a 15 km, dependendo da equac¸a˜o de estado do interior [8]. Aqui, mais
uma vez, constatamos que a determinac¸a˜o exacta da equac¸a˜o de estado da estrela
de neutro˜es e´ essencial para a descric¸a˜o e a compreensa˜o das estrelas de neutro˜es.
Nesta tese, assumimos para o nosso modelo de estrela de neutro˜es uma estrela
barotro´pica e newtoniana, na qual a densidade ρ e a pressa˜o p da estrela esta˜o
relacionadas por uma equac¸a˜o de estado politro´pica p = κρ2, com κ tal que a massa
e´ de 1.4M¯ e o raio de 12.53 km.
Va´rios aspectos da teoria das estrelas de neutro˜es ainda na˜o foram esclareci-
dos. Por exemplo, um dos problemas da astrof´ısica dos pulsares ainda na˜o resolvido
diz respeito a` baixa taxa de rotac¸a˜o observada para estes objectos. De facto, as-
sumindo que as estrelas de neutro˜es sa˜o o resultado do colapso gravitacional de
uma estrela no fim da sua vida, e considerando a conservac¸a˜o do momento angular,
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uma estrela de neutro˜es rece´m-nascida deveria apresentar uma velocidade de rotac¸a˜o
muito pro´xima da velocidade angular de Kepler (velocidade angular ma´xima da es-
trela, acima da qual a mate´ria comec¸a a escapar-se pelo plano equatorial). Pore´m,
nenhum dos pulsares observados ate´ hoje apresenta uma velocidade angular ta˜o ele-
vada, bem pelo contra´rio, as velocidades angulares observadas sa˜o, no ma´ximo, de
aproximadamente 10% da velocidade angular de Kepler. Va´rias propostas foram
avanc¸adas ao longo dos anos para tentar resolver este problema, mas nenhuma foi
conclusiva. Recentemente, foi sugerido que a instabilidade dos modos r de oscilac¸a˜o
poderia resolver este problema, ao extrair momento angular da estrela de neutro˜es
sob a forma de ondas gravitacionais, o que levaria ao abrandamento da estrela para
velocidades de rotac¸a˜o compat´ıveis com os dados observacionais. Voltaremos a este
ponto nos pro´ximos cap´ıtulos. A detecc¸a˜o de ondas gravitacionais associadas aos
modos r de pulsac¸a˜o tambe´m poderia ajudar a clarificar a questa˜o da composic¸a˜o
da parte central das estrelas de neutro˜es [12, 13, 14].
Outro problema que poderia eventualmente ser esclarecido pelos modos r refere-
-se aos pulsares em sistemas bina´rios. As observac¸o˜es mostram que as estrelas de
neutro˜es mais antigas e frias existentes em sistemas bina´rios de massa reduzida e
que emitem raios X (LMXB: Low Mass X-ray Binaries) tambe´m teˆm frequeˆncias
de rotac¸a˜o menores do que seria esperado. Nestes objectos, a emissa˜o de ondas
gravitacionais devido a` instabilidade do modo r de pulsac¸a˜o compensaria o aumento
de velocidade angular resultante da acrec¸a˜o de mate´ria da outra estrela do sistema
bina´rio, limitando desta forma a velocidade angular ma´xima da estrela de neutro˜es
a valores compat´ıveis com as observac¸o˜es [15, 16, 17].
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1.2 Pulsac¸o˜es na˜o radiais
O estudo de pulsac¸o˜es em estrelas pode ser uma ferramenta poderosa para estu-
dar a sua estrutura interna, da mesma maneira que a sismologia permite estudar o
interior da Terra. Por analogia, este domı´nio de investigac¸a˜o e´ chamado de astrosis-
mologia. A maneira como uma estrela oscila depende obviamente da sua estrutura
interna e de outros factores como, por exemplo, a presenc¸a ou a auseˆncia de um
campo magne´tico e de rotac¸a˜o. Assim, a observac¸a˜o de oscilac¸o˜es em estrelas de
neutro˜es poderia constranger a equac¸a˜o de estado do nu´cleo interno.
As pulsac¸o˜es estelares dividem-se em dois grupos, as pulsac¸o˜es radiais e as na˜o
radiais [18, 19]. Pulsac¸o˜es radiais sa˜o um tipo simples de oscilac¸o˜es: a estrela
oscila em torno de um estado de equil´ıbrio, expandindo-se e contraindo-se, mas
conservando a sua forma esfe´rica. As pulsac¸o˜es na˜o radiais, a`s quais os modos r
pertencem, sa˜o um tipo mais geral de oscilac¸a˜o: a estrela oscila de tal modo que
se desvia da sua forma esfe´rica original. Como veremos a seguir, as pulsac¸o˜es na˜o
radiais sa˜o as u´nicas capazes de induzir a emissa˜o de ondas gravitacionais.
Quando as oscilac¸o˜es de uma estrela sa˜o de pequena amplitude, estas podem ser
aproximadas por perturbac¸o˜es lineares. Para estudar estas perturbac¸o˜es e´ necessa´rio
usar modelos muito simplificados para descrever a estrela. Assim, consideramos a
estrela como um fluido perfeito ligado pela forc¸a de gravidade. Tais perturbac¸o˜es
podem ser estudadas de duas maneiras equivalentes. A descric¸a˜o euleriana consiste
em considerar todas as propriedades f´ısicas do fluido como func¸o˜es da posic¸a˜o ~r
e do tempo t. O vector ~r na˜o indica a posic¸a˜o de um determinado elemento de
fluido, mas sim a posic¸a˜o de observac¸a˜o. Assim, considerando um exemplo simples,
para estudar o escoamento de um fluido num tubo usando a abordagem euleriana,
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far´ıamos um buraco no tubo e observar´ıamos as propriedades f´ısicas do fluido atrave´s
desse buraco. A perturbac¸a˜o euleriana de uma quantidade f e´ designada por δ(1)f .
Na descric¸a˜o lagrangiana, pelo contra´rio, o fluido e´ estudado, seguindo o movimento
de um dado elemento de fluido. Assim, neste caso, o vector ~r representa a posic¸a˜o
de um dado elemento de fluido. A perturbac¸a˜o lagrangiana de uma quantidade f e´
designada por ∆
(1)
ξ f .
Dito de uma forma diferente, a abordagem euleriana representa um ponto de vista
“macrosco´pico”, de acordo com o qual consideramos modificac¸o˜es das varia´veis que
descrevem o fluido num determinado ponto do espac¸o. A abordagem lagrangiana e´
“microsco´pica” no sentido em que elementos de fluido na configurac¸a˜o de equil´ıbrio
esta˜o relacionados com elementos de fluido correspondentes na configurac¸a˜o pertur-
bada atrave´s de um vector deslocamento lagrangiano ~ξ(1). A variac¸a˜o lagrangiana
das grandezas que descrevem o fluido e´ definida enta˜o como a variac¸a˜o relativamente
a um referencial arrastado por ~ξ(1). Assim, a variac¸a˜o lagrangiana ∆
(1)
ξ f e a variac¸a˜o
euleriana δ(1)f de uma grandeza escalar f esta˜o relacionadas por [18, 19, 20]
∆
(1)
ξ f = δ
(1)f + ~ξ(1) · ~∇f0, (1.1)
onde f0 representa a grandeza f na configurac¸a˜o de equil´ıbrio.
De uma forma mais geral, a relac¸a˜o entre as variac¸o˜es euleriana e lagrangiana de
um tensor T a1,...,akb1,...,bm e´ dada por [20]
∆
(1)
ξ T
a1,...,ak
b1,...,bm
= δ(1)T a1,...,akb1,...,bm + ξ
(1)c∇cT a1,...,akb1,...,bm
−
k∑
i=1
T a1,...,c,...,akb1,...,bm∇cξ(1)ai +
m∑
j=1
T a1,...,akb1,...,c,...,bm∇bjξ(1)c. (1.2)
Em segunda ordem da teoria das perturbac¸o˜es, as expresso˜es que relacionam
as variac¸o˜es euleriana e lagrangiana devem ser generalizadas de modo a inclu´ırem
termos quadra´ticos no vector lagrangiano de primeira ordem, ~ξ(1), e termos lineares
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no vector deslocamento lagrangiano de segunda ordem, ~ξ(2). Em particular, para
grandezas escalares, f , e para a componente contravariante do vector velocidade, vi
(usadas no cap´ıtulo 3) temos [20, 21]
∆
(2)
ξ f = δ
(2)f + ξ(2)a∇af0 + 1
2
ξ(1)aξ(1)b∇a∇bf0 + ξ(1)a∇aδ(1)f (1.3)
e
∆
(2)
ξ v
i = δ(2)vi + ξ(2)a∇avi0 − va0∇aξ(2)i −∇aξ(1)i
(
ξ(1)b∇bva0 − vb0∇bξ(1)a
)
+ξ(1)a∇aδ(1)vi − δ(1)va∇aξ(1)i, (1.4)
onde, na u´ltima expressa˜o, vi0 e´ a componente contravariante do vector velocidade
de um elemento de fluido na configurac¸a˜o na˜o perturbada.
Vejamos agora a soluc¸a˜o geral para as pulsac¸o˜es na˜o radiais numa estrela sem
rotac¸a˜o, constitu´ıda por um fluido perfeito e considerando a aproximac¸a˜o adiaba´tica,
onde assumimos que todos os mecanismos de transfereˆncia de energia podem ser
ignorados, de modo que o sistema e´ puramente mecaˆnico. As equac¸o˜es fundamentais
para estudar estas pulsac¸o˜es sa˜o a equac¸a˜o de Euler, a equac¸a˜o da continuidade e a
equac¸a˜o de Poisson para o potencial gravitacional Φ:
ρ
(
∂t + ~v · ~∇
)
~v = −~∇p− ρ~∇Φ (1.5)
∂tρ+ ~∇ · (ρ~v) = 0, (1.6)
∇2Φ = 4piGρ, (1.7)
onde ~v, p e ρ sa˜o, respectivamente, a velocidade, a pressa˜o e a densidade do fluido,
e Φ e´ o potencial gravitacional. Todas estas varia´veis sa˜o func¸o˜es de ~r e de t.
Vamos considerar que, inicialmente, a estrela esta´ num estado de equil´ıbrio. As
varia´veis f´ısicas ρ0, p0 e Φ0, que caracterizam este estado de equil´ıbrio, sa˜o unica-
mente func¸a˜o de r = |~r| (~v0 = 0, ja´ que estamos a considerar estrelas sem rotac¸a˜o).
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A pulsac¸a˜o e´ considerada como uma perturbac¸a˜o deste estado de equil´ıbrio. Vamos
assumir que estas perturbac¸o˜es sa˜o suficientemente pequenas para que possamos
considerar unicamente os termos de primeira ordem nas perturbac¸o˜es e negligenciar
os termos de ordem superior, isto e´, vamos considerar a teoria linear:
~v = δ(1)~v, (1.8)
ρ = ρ0 + δ
(1)ρ, (1.9)
p = p0 + δ
(1)p, (1.10)
Φ = Φ0 + δ
(1)Φ. (1.11)
Introduzindo estas expresso˜es nas equac¸o˜es de Euler, da continuidade e de Poisson
para o campo gravitacional e retendo apenas os termos de primeira ordem, obtemos:
ρ0∂tδ
(1)~v = −~∇δ(1)p+ δ
(1)ρ
ρ0
~∇p0, (1.12)
∂tδ
(1)ρ+ ~∇ · (ρ0 δ(1)~v) = 0, (1.13)
∇2δ(1)Φ = 4piGδ(1)ρ. (1.14)
Para obter a Eq. (1.12) usa´mos a equac¸a˜o de equil´ıbrio hidrosta´tico, ~∇p0+ρ0~∇Φ0 =
0, e ainda a aproximac¸a˜o de Cowling, i.e., negligencia´mos δ(1)Φ.
Cada elemento de fluido e´ deslocado da sua posic¸a˜o de equil´ıbrio em ~r por um
vector ~ξ(~r, t) (deslocamento lagrangiano), tal que1
δ(1)~v = ∂t~ξ
(1). (1.15)
Assumimos, agora, que ~ξ(1), tal como as demais varia´veis hidrodinaˆmicas de
primeira ordem, δ(1)p, δ(1)ρ e δ(1)Φ, tem uma dependeˆncia temporal do tipo eiωt,
1Visto estarmos a considerar uma estrela sem rotac¸a˜o (~v0 = 0), temos ∆
(1)
ξ ~v = δ
(1)~v = ∂t~ξ(1).
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podendo ser escrita na forma2
~ξ(1)(~r, t) = ~ξ(1)(~r)eiωt. (1.16)
Introduzindo as expresso˜es anteriores nas equac¸o˜es linearizadas de Euler e da con-
tinuidade, obtemos, no sistema de coordenadas esfe´ricas:
ω2ξ(1)r =
1
ρ0
∂rδ
(1)p− δ
(1)ρ
ρ20
dp0
dr
, (1.17)
ω2ξ
(1)
θ = ∂θ
(
1
r
δ(1)p
ρ0
)
, (1.18)
ω2ξ
(1)
φ =
1
sin θ
∂φ
(
1
r
δ(1)p
ρ0
)
, (1.19)
δ(1)ρ
ρ0
= −~∇ · ~ξ(1) −
~ξ(1) · ~∇ρ0
ρ0
. (1.20)
Na equac¸a˜o da continuidade, a constante de integrac¸a˜o foi igualada a zero, ja´ que
δ(1)ρ = 0 quando ~ξ(1) = 0. Tendo em conta que as variac¸o˜es euleriana e lagrangiana
da densidade ρ esta˜o relacionadas por
∆
(1)
ξ ρ = δ
(1)ρ+ ~ξ(1) · ~∇ρ0, (1.21)
a Eq. (1.20) pode ser reescrita como:
∆
(1)
ξ ρ
ρ0
= −~∇ · ~ξ(1). (1.22)
Vamos tambe´m reescrever a Eq. (1.17) noutra forma, mais conveniente:
ω2ξ(1)r =
∂
∂r
(
δ(1)p
ρ0
)
− Aγp0
ρ0
~∇ · ~ξ(1), (1.23)
onde utilizamos a relac¸a˜o
∆
(1)
ξ p
p0
= γ
∆
(1)
ξ ρ
ρ0
, (1.24)
2Aqui, e nas equac¸o˜es seguintes, iremos cometer um pequeno abuso de notac¸a˜o, usando o s´ımbolo
~ξ(1) para representar quer a func¸a˜o que depende de ~r e t, quer a func¸a˜o que so´ depende de ~r.
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va´lida na aproximac¸a˜o adiaba´tica, sendo γ = (ρ0/p0)(∂p0/∂ρ0) a constante adiaba´-
tica. Introduzimos, ainda, o discriminante de Schwarzschild
A(r) =
d ln ρ0
dr
− 1
γ
d ln p0
dr
, (1.25)
que permite avaliar o grau de instabilidade (no caso, A > 0) ou de estabilidade
(no caso, A < 0) convectiva. As Eqs. (1.18), (1.19), (1.22) e (1.23) admitem duas
separac¸o˜es de varia´veis: a esferoidal e a toroidal. A esferoidal e´ dada por
~ξ(1)(~r) =
[
ξ(1)r (r)~er + ξ
(1)
t (r)~eθ
∂
∂θ
+ ξ
(1)
t (r)~eφ
1
sin θ
∂
∂φ
]
Y`m(θ, φ), (1.26)
δ(1)p(~r)
ρ0
=
δ(1)p(r)
ρ0
Y`m(θ, φ), (1.27)
onde ξ
(1)
t e δ
(1)p esta˜o relacionados por
ω2ξ
(1)
t (r) =
1
r
δ(1)p(r)
ρ0
(1.28)
e Y`m(θ, φ) e´ a func¸a˜o harmo´nica esfe´rica de ı´ndices ` e m. Esta func¸a˜o e´ soluc¸a˜o da
equac¸a˜o diferencial parcial de segunda ordem:
1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂Y`m
∂θ
)
+
1
sin2 θ
∂2Y`m
∂φ2
+ `(`+ 1)Y`m = 0. (1.29)
Aqui ` pode ser igual a um inteiro positivo ou a zero e m so´ pode ser um inteiro
compreendido entre −` e `. Assim, para um dado valor de ` existem 2` + 1 va-
lores poss´ıveis para m. Esta separac¸a˜o de varia´veis corresponde a` classe dos modos
esferoidais onde ω2 6= 0 [22].
A separac¸a˜o de varia´veis toroidal e´ dada por:
~ξ(1)(~r) =
[
0,
T`m(r)
r sin θ
∂
∂φ
,−T`m(r)
r
∂
∂θ
]
Y`m(θ, φ), (1.30)
onde T`m(r) e´ uma func¸a˜o arbitra´ria de r. Os modos toroidais em estrelas esfe´ricas
sem rotac¸a˜o teˆm frequeˆncia angular ω igual a zero e as variac¸o˜es eulerianas e la-
grangianas de pressa˜o, densidade e potencial gravitacional sa˜o nulas. Os modos r de
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pulsac¸a˜o sa˜o um caso particular destes modos; correspondem aos modos toroidais
quando a estrela esta´ em rotac¸a˜o [18]. Neste caso, como veremos no pro´ximo
cap´ıtulo, a frequeˆncia do modo ja´ na˜o e´ nula.
Para completar esta introduc¸a˜o a`s pulsac¸o˜es na˜o radiais, damos a expressa˜o da
func¸a˜o harmo´nica esfe´rica:
Y`m(θ, φ) =
√
2`+ 1
4pi
(`−m)!
(`+m)!
Pm` (cos θ)e
imφ, (1.31)
onde Pm` (cos θ) sa˜o os polino´mios de Legendre associados,
Pm` (cos θ) =
(−1)m
2``!
sinm θ
d`+m
d cos`+m θ
(cos2 θ − 1)`. (1.32)
1.3 A instabilidade CFS (Chandrasekhar–Fried-
man–Schutz)
A instabilidade CFS (Chandrasekhar, Friedman e Schutz) foi descoberta por
Chandrasekhar, em 1970, em esfero´ides incompress´ıveis de Maclaurin [23]. Mais
tarde, em 1978, Friedman e Schutz mostraram que esta instabilidade existia em to-
das as estrelas de fluido perfeito com rotac¸a˜o, surgindo devido a` emissa˜o de ondas
gravitacionais [20]. Nesse trabalho, foi introduzida uma nova classe de desloca-
mentos, chamados deslocamentos cano´nicos, ξ(1)a, para descrever as perturbac¸o˜es
adiaba´ticas em fluidos estaciona´rios. Esta classe de deslocamentos e´ suficientemente
vasta para incluir todas as perturbac¸o˜es f´ısicas. A estabilidade da perturbac¸a˜o e´
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enta˜o aferida pelo sinal de uma energia cano´nica Ec,
Ec =
1
2
∫ [
ρ0∂tξ
(1)i∂tξ
(1)
i − ρ0vj0∇jξ(1)ivk0∇kξ(1)i
+γp0
(∇iξ(1)i)2 + 2ξ(1)i∇ip0∇jξ(1)j
+ξ(1)iξ(1)j (∇i∇jp0 + ρ0∇i∇jΦ0)− 1
4piG
∇iδ(1)Φ∇iδ(1)Φ
]
dV, (1.33)
expressa em termos dos deslocamentos cano´nicos. Quando Ec < 0, o modo e´ insta´vel
e quando Ec ≥ 0, o modo e´ esta´vel.
A instabilidade CFS permite que alguns modos de pulsac¸a˜o de uma estrela de
fluido perfeito com rotac¸a˜o sejam excitados devido a` emissa˜o de ondas gravitacionais.
Podemos descrever as propriedades de uma estrela com rotac¸a˜o no referencial que
gira com a estrela (referencial de co-rotac¸a˜o) ou no referencial que esta´ fixo relati-
vamente a`s estrelas distantes (referencial inercial).
Consideremos um modo de pulsac¸a˜o que, no referencial de co-rotac¸a˜o, se propaga
no sentido contra´rio ao do movimento de rotac¸a˜o da estrela. Neste caso, o momento
angular do modo e´ negativo, pois a estrela perturbada tem momento angular menor
do que a estrela na˜o perturbada. Se a estrela tiver uma velocidade de rotac¸a˜o
suficientemente elevada, este modo, no referencial inercial, pode propagar-se no
sentido do movimento de rotac¸a˜o da estrela. Neste caso, a radiac¸a˜o gravitacional
emitida devido a este modo de pulsac¸a˜o remove momento angular positivo da estrela.
Em consequeˆncia, o momento angular do modo torna-se mais negativo.
Em resumo, um modo e´ insta´vel se, no referencial de co-rotac¸a˜o, se propagar no
sentido contra´rio ao de rotac¸a˜o da estrela e se no referencial inercial se propagar no
mesmo sentido de rotac¸a˜o da estrela, i.e.,
ωIωCR = ωI(ωI +mΩ) < 0, (1.34)
onde ωI e´ a frequeˆncia angular no referencial inercial, ωCR = ωI+mΩ e´ a frequeˆncia
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angular no referencial de co-rotac¸a˜o e onde m foi introduzido na Eq. (1.31). Este
crite´rio e´ equivalente a exigir que Ec < 0.
Como veremos no pro´ximo cap´ıtulo, a relevaˆncia astrof´ısica dos modos r prove´m
essencialmente do facto de estes verificaram o crite´rio de instabilidade do mecanismo
CFS para qualquer valor da velocidade angular em estrelas de fluido perfeito.
1.4 Ondas gravitacionais
As ondas gravitacionais surgem como uma das soluc¸o˜es das equac¸o˜es de campo
de Einstein
Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR =
8piG
c4
Tµν , (1.35)
onde Rµν e R sa˜o o tensor e o escalar de Ricci, respectivamente, Gµν e gµν sa˜o o
tensor de Einstein e a me´trica, respectivamente, enquanto Tµν e´ o tensor de energia-
-momento. Esta soluc¸a˜o, que tem a particularidade de se comportar como uma
onda, so´ e´ va´lida em determinadas condic¸o˜es, i.e. no va´cuo, num espac¸o-tempo
assimptoticamente plano e num regime linearizado para os campos gravitacionais.
As equac¸o˜es de Einstein linearizadas, no va´cuo, escrevem-se como [24](
− ∂
2
∂t2
+∇2
)
h¯αβ = 0, (1.36)
onde
h¯αβ,β = 0 (1.37)
e
h¯αβ = hαβ − 1
2
ηαβhγγ. (1.38)
Nesta u´ltima equac¸a˜o, hαβ e´ uma pequena perturbac¸a˜o da me´trica (|hαβ| ¿ 1),
gαβ = ηαβ + hαβ, (1.39)
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onde ηαβ e´ a me´trica de Minkowski. Estas equac¸o˜es admitem a soluc¸a˜o [24]:
h¯αβ = Aαβ exp(ikγx
γ), (1.40)
onde kγ sa˜o as componentes de um quadri-vector nulo, k
αkα = 0 e A
αβ sa˜o as
componentes de um tensor ortogonal a kγ,
Aαβkβ = 0. (1.41)
Podemos utilizar a liberdade de gauge para restringir ainda mais a amplitude
Aαβ, nomeadamente,
Aαα = 0 (1.42)
e
AαβU
β = 0, (1.43)
onde Uβ sa˜o as componentes de um quadri-vector constante do tipo temporal.
As condic¸o˜es (1.41)–(1.43) sa˜o as chamadas condic¸o˜es de gauge transversa e
trac¸o nulo (transverse-traceless, TT). Impondo estas condic¸o˜es, verificamos que a
amplitude Aαβ tem apenas duas componentes independentes, que teˆm um significado
f´ısico: correspondem aos dois estados de polarizac¸a˜o independentes das ondas gravi-
tacionais. Efectivamente, escolhendo Uβ = δβ0, a Eq. (1.43) implica que Aα0 = 0
para qualquer α. Se orientarmos os eixos espaciais de tal forma que a onda se
propague na direcc¸a˜o z, o vector kα tem componentes (ω, 0, 0, ω), onde ω ≡ k0 e´ a
frequeˆncia da onda. Usando agora a Eq. (1.41) e Aα0 = 0, obtemos Aαz = 0, para
qualquer α. Por fim, a Eq. (1.42) implica que Axx = −Ayy. Em resumo, na gauge
TT a amplitude Aαβ tem apenas duas componentes independentes, Axx e Axy = Ayx.
A quantidade de energia transportada pelas ondas gravitacionais pode ser obtida
fazendo um paralelo com o electromagnetismo. De facto, em electrodinaˆmica cla´ssica,
esta quantidade corresponde a` energia emitida por unidade de tempo por um dipolo
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ele´ctrico em oscilac¸a˜o; para as ondas gravitacionais, esta quantidade corresponde a`
energia emitida por unidade de tempo por uma massa quadrupolar em oscilac¸a˜o.
Assim, a fo´rmula quadrupolar para a luminosidade das ondas gravitacionais e´ dada
por
L =
G
5c5
〈...q jk
...
q jk〉, (1.44)
onde qjk e´ o tensor momento quadrupolar reduzido, definido como
qjk =
∫
ρ
(
xjxk − 1
3
δjkxix
i
)
dV, (1.45)
com ρ correspondendo a` densidade de massa e os pareˆnteses 〈...〉 indicando a me´dia
temporal.
Enquanto as ondas electromagne´ticas sa˜o oscilac¸o˜es dos campos ele´ctricos e
magne´ticos que se propagam no espac¸o-tempo, as ondas gravitacionais sa˜o oscilac¸o˜es
do pro´prio espac¸o-tempo, isto e´, correspondem a uma contribuic¸a˜o oscilato´ria a` cur-
vatura do espac¸o-tempo. Neste sentido, as ondas gravitacionais sa˜o mais parecidas
com as ondas que se propagam a` superf´ıcie dos oceanos do que com as ondas elec-
tromagne´ticas. Estas ondas comprovam directamente o estado dinaˆmico do sistema.
Isto significa que elas podem revelar-nos informac¸o˜es sobre regio˜es opacas a` radiac¸a˜o
electromagne´tica, tais como o interior de uma supernova ou o pro´prio Big Bang. As
ondas gravitacionais interagem fracamente com a mate´ria, o que torna muito dif´ıcil
a sua detecc¸a˜o [25].
A teoria das ondas gravitacionais ja´ contribui de maneira considera´vel para a
compreensa˜o de sistemas astrof´ısicos como estrelas de neutro˜es em sistemas bina´rios
e LMXB e ate´ para a compreensa˜o da anisotropia da radiac¸a˜o de fundo de microon-
das. A` medida que a compreensa˜o dos sistemas relativistas aumenta, e´ de esperar
que as ondas gravitacionais se tornem cada vez mais importantes como ferramenta
teo´rica. Pore´m, a perspectiva mais excitante para a a´rea e´ a observac¸a˜o directa
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de ondas gravitacionais, que podera´ fornecer informac¸o˜es u´nicas sobre sistemas as-
trof´ısicos. Por exemplo, as ondas gravitacionais representam a u´nica possibilidade
de observac¸a˜o directa de buracos negros. Todas as outras informac¸o˜es sobre bu-
racos negros sa˜o indirectas, provenientes dos seus efeitos sobre a mate´ria na sua
vizinhanc¸a.
As ondas gravitacionais entraram definitivamente no domı´nio da f´ısica como uma
consequeˆncia natural da relatividade geral. Pouco tempo depois de ter introduzido
a relatividade geral, Einstein previu a existeˆncia das ondas gravitacionais numa pu-
blicac¸a˜o de 1916 [26]. Esta ana´lise compreendia alguns erros de a´lgebra importantes
que foram corrigidos num artigo subsequente [27]. Einstein mostrou que a radiac¸a˜o
gravitacional provinha de variac¸o˜es do momento quadrupolar da fonte e derivou o
que ficaria conhecido como “fo´rmula quadrupolar”. Uma das consequeˆncias impor-
tantes desta fo´rmula e´ que se houver simetria esfe´rica, o momento quadrupolar e´
constante e na˜o ha´ emissa˜o de ondas gravitacionais. Eis a raza˜o pela qual o nosso
estudo se limita a`s pulsac¸o˜es na˜o radiais e, em particular, aos modos r.
Hoje, a cieˆncia das ondas gravitacionais encontra-se na seguinte situac¸a˜o: do
ponto vista teo´rico, temos uma descric¸a˜o completa deste tipo de radiac¸a˜o; existem,
tambe´m, provas irrefuta´veis indirectas da sua existeˆncia. Pore´m, ate´ hoje, na˜o houve
nenhuma detecc¸a˜o directa sem ambiguidade de ondas gravitacionais.
A prova indirecta mais relevante da existeˆncia das ondas gravitacionais prove´m
da descoberta do primeiro pulsar bina´rio PSR 1913+16 por Hulse e Taylor em
1974 [28]. Depois de va´rios anos de observac¸a˜o, constatou-se que neste sistema
bina´rio, formado por um pulsar e uma estrela de neutro˜es, o per´ıodo orbital do
pulsar diminu´ıa. Este resultado corresponde ao que Einstein ja´ tinha previsto em
1916 quando sugeriu que duas massas em rotac¸a˜o em torno uma da outra perderiam
energia sob a forma de ondas gravitacionais. Como os ca´lculos teo´ricos e os dados
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observacionais concordam com uma elevada precisa˜o, esta foi a primeira prova ob-
servacional indirecta da existeˆncia das ondas gravitacionais. Como tal, em 1993,
Hulse e Taylor receberam o pre´mio Nobel.
Neste contexto, os modos r de oscilac¸a˜o em estrelas de neutro˜es, enquanto fonte
de ondas gravitacionais, representam uma esperanc¸a para a detecc¸a˜o directa de
ondas gravitacionais.
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Os primeiros estudos sobre os modos r foram realizados no aˆmbito da teoria
linearizada, considerando estrelas newtonianas em rotac¸a˜o, com equac¸a˜o de estado
barotro´pica.
Recentemente, verificou-se que os modos r sa˜o insta´veis para qualquer valor da
velocidade angular de estrelas de fluido perfeito. Os estudos sobre a influeˆncia da
viscosidade na instabilidade dos modos r de estrelas de neutro˜es rece´m-formadas
mostraram que a viscosidade, apesar de dificultar o crescimento da instabilidade,
na˜o a elimina. Isto e´, existe uma “janela” de temperaturas e velocidades angulares da
estrela, onde a instabilidade esta´ activa apesar da viscosidade. Assim, a instabilidade
do modo r pode ser relevante do ponto de vista astrof´ısico.
Um modelo de evoluc¸a˜o para a instabilidade do modo r, proposto no aˆmbito da
teoria linearizada, permite-nos analisar de forma aproximada a evoluc¸a˜o ao longo
do tempo da amplitude do modo e da velocidade angular da estrela, duas grandezas
que sa˜o fundamentais para estudar as ondas gravitacionais emitidas devido a` insta-
bilidade do modo r.
Os trabalhos acima referidos foram realizados no aˆmbito de modelos estelares
simples. Contudo, os modos r de pulsac¸a˜o foram tambe´m analisados em modelos
estelares mais realistas, nomeadamente, considerando a existeˆncia de uma crusta,
de campos magne´ticos ou de mate´ria exo´tica no nu´cleo da estrela.
2.1 Modos r de oscilac¸a˜o
Os modos r de pulsac¸a˜o foram descobertos por Papaloizou e Pringle durante um
estudo de oscilac¸o˜es na˜o radiais em estrelas varia´veis catacl´ısmicas [1]. Conside-
raram estrelas newtonianas em rotac¸a˜o, com equac¸a˜o de estado barotro´pica, tendo
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procurado soluc¸o˜es do tipo toroidal das equac¸o˜es da hidrodinaˆmica (1.5)–(1.7). Este
tipo de soluc¸o˜es e´ caracterizado por ξ
(1)
r = 0 e ~∇· ~ξ(1) = 0, onde ~ξ(1) e´ o vector deslo-
camento lagrangiano e ξ
(1)
r e´ a sua componente radial em coordenadas esfe´ricas. No
caso de estrelas sem rotac¸a˜o, a soluc¸a˜o para os modos toroidais e´ trivial, no sentido
em que a frequeˆncia do modo e´ nula. Quando se consideram estrelas com rotac¸a˜o,
os modos deixam de ser triviais e passam a ser modos de oscilac¸a˜o, com frequeˆncia
diferente de zero. Papaloizou e Pringle mostraram [1] que, em ordem mais baixa na
velocidade angular Ω da estrela, ξ
(1)
θ ∝ Pm` (cos θ)eimφ e ξ(1)φ ∝ ∂θPm` (cos θ)eimφ, onde
Pm` sa˜o os polino´mios de Legendre associados (Eq. 1.32), e a frequeˆncia do modo,
no referencial inercial, e´ dada por:
ωI = −mΩ + 2mΩ
`(`+ 1)
. (2.1)
Como estes modos sa˜o similares a`s ondas de Rossby na atmosfera e oceanos ter-
restres, Papaloizou e Pringle [1] optaram por denomina´-los “modos r”.
Provost, Berthomieu e Rocca estudaram, posteriormente, os modos r para estre-
las com rotac¸a˜o lenta ate´ a` segunda ordem em Ω [2]. Neste estudo, foram procu-
radas soluc¸o˜es do tipo modo r para estrelas politro´picas distorcidas considerando,
num caso, estrelas totalmente convectivas e, noutro caso, estrelas isentro´picas, para
as quais os gradientes de temperatura sa˜o nulos. No primeiro caso, obtiveram
um problema de Sturm-Liouville para o qual existe um conjunto infinito de mo-
dos r para cada combinac¸a˜o de ` e de m. Dada a complexidade das equac¸o˜es,
estas foram resolvidas numericamente. No segundo caso, onde se negligencia a con-
vecc¸a˜o, as equac¸o˜es simplificam-se nitidamente, permitindo uma resoluc¸a˜o anal´ıtica
do problema. Provost, Berthomieu e Rocca procuraram soluc¸o˜es do tipo ξ
(1)
r =
Ω2f(a)Pmm (cos θ)e
imφ, onde a coordenada a e´ constante em superf´ıcies de n´ıvel
(a = r, se se negligenciar a deformac¸a˜o da estrela devido ao movimento de rotac¸a˜o),
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concluindo, erradamente, que na˜o existiam soluc¸o˜es do tipo modo r em estrelas
isentro´picas. Este resultado deve-se ao facto do Ansatz escolhido ser demasiado
restritivo. Se se considerar o Ansatz ξ
(1)
r = Ω2f(a)P `m±1(cos θ)e
imφ, obte´m-se uma
soluc¸a˜o do tipo modo r, para ` = m, em que f(a) e´ proporcional a a` [2].
Posteriormente, o estudo dos modos r foi aprofundado por Saio [3], o qual inves-
tigou o comportamento destes modos de pulsac¸a˜o em va´rios tipos de estrelas.
Os modos r sa˜o modos de oscilac¸a˜o at´ıpicos, porque as oscilac¸o˜es de elementos
de fluido teˆm lugar em superf´ıcies de n´ıvel e as perturbac¸o˜es de densidade de fluido
sa˜o pequenas. Efectivamente as componentes θ e φ da perturbac¸a˜o da velocidade
sa˜o proporcionais a Ω, enquanto a componente r da perturbac¸a˜o da velocidade e´
proporcional a Ω3 e a perturbac¸a˜o da densidade e´ proporcional a Ω2.
Vejamos, enta˜o, a soluc¸a˜o dos modos r lineares em estrelas de fluido perfeito.
2.2 Modos r em estrelas de fluido perfeito
Consideremos uma estrela newtoniana de fluido perfeito, de raio R e veloci-
dade angular Ω constante para a qual a densidade ρ e a pressa˜o p do fluido esta˜o
relacionadas por uma equac¸a˜o de estado do tipo barotro´pico p = p(ρ). A fim de
negligenciarmos a deformac¸a˜o da estrela devida a` forc¸a centr´ıfuga, consideramos que
Ω¿ ΩK , onde ΩK e´ a velocidade angular ma´xima da estrela (aquela acima da qual
a estrela perde massa pelo equador). As equac¸o˜es de Euler, da continuidade e de
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Poisson para o campo gravitacional, no referencial inercial, sa˜o dadas por
ρ
(
∂t + ~v · ~∇
)
~v = −~∇p− ρ~∇Φ, (2.2)
∂tρ+ ~∇ · (ρ~v) = 0, (2.3)
∇2Φ = 4piGρ, (2.4)
onde ~v e´ a velocidade do fluido e Φ e´ o potencial gravitacional.
As equac¸o˜es linearizadas sa˜o obtidas a partir das Eqs. (2.2)–(2.4) considerando
que ~v = ~v0 + δ
(1)~v, onde ~v0 = Ωr sin θ~eφ e´ a velocidade da estrela na˜o perturbada e
δ(1)~v representa a perturbac¸a˜o euleriana de primeira ordem da velocidade, propor-
cional a α, onde α e´ a amplitude adimensional da perturbac¸a˜o. Da mesma maneira,
considera-se que ρ = ρ0 + δ
(1)ρ, p = p0 + δ
(1)p e Φ = Φ0 + δ
(1)Φ, onde p0, ρ0 e Φ0
dependem apenas de r. Assim, a evoluc¸a˜o de uma pequena perturbac¸a˜o do estado
de equil´ıbrio e´ descrita pelas equac¸o˜es linearizadas de Euler, da continuidade e de
Poisson para o campo gravitacional, que no referencial inercial sa˜o dadas por:
∂tδ
(1)~v +
(
δ(1)~v · ~∇
)
~v0 +
(
~v0 · ~∇
)
δ(1)~v = −~∇
(
δ(1)p
ρ0
+ δ(1)Φ
)
, (2.5)
∂tδ
(1)ρ+ ~v0 · ~∇δ(1)ρ+ ~∇ ·
(
ρ0 δ
(1)~v
)
= 0, (2.6)
∇2δ(1)Φ = 4piGδ(1)ρ. (2.7)
Assumindo uma dependeˆncia temporal do tipo eiωI t e conservando para as va´rias
quantidades unicamente os termos de ordem mais baixa numa expansa˜o em termos
de Ω, obte´m-se para as Eqs. (2.5) e (2.6) uma soluc¸a˜o do tipo modo r que em
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coordenadas esfe´ricas e considerando apenas a parte real fica [4]:
δ(1)vr = 0, (2.8)
δ(1)vθ = αΩC``R
( r
R
)`
sin`−1θ sin(`φ+ ωIt) , (2.9)
δ(1)vφ = αΩC``R
( r
R
)`
sin`−1θ cos θ cos(`φ+ ωIt) , (2.10)
δ(1)U = 2αΩ2
C``
`+ 1
R2
( r
R
)`+1
sin` θ cos θ cos(`φ+ ωIt) , (2.11)
onde
δ(1)U ≡ δ
(1)p
ρ0
+ δ(1)Φ, (2.12)
C` = (2`− 1)!!
√
2`+ 1
2pi(2`)!`(`+ 1)
(2.13)
e
ωI = −`Ω + 2Ω
`+ 1
. (2.14)
Consideramos apenas os modos cujo nu´mero harmo´nico e´ ` ≥ 2.
A separac¸a˜o dos termos δ(1)p e δ(1)Φ na Eq. (2.11) e´ feita a partir da equac¸a˜o de
Poisson perturbada (2.7) e das condic¸o˜es fronteira para o potencial gravitacional na
superf´ıcie da estrela e no infinito. O potencial gravitacional perturbado δ(1)Φ deve
desaparecer no infinito, lim
r→∞
δ(1)Φ = 0. Ale´m disso, δ(1)Φ e a sua primeira derivada
devem ser cont´ınuas na superf´ıcie da estrela. Assumindo que δ(1)Φ tem a mesma
dependeˆncia angular que δ(1)U , ou seja, δ(1)Φ tem a forma
δ(1)Φ = αΩ2f(r) sin` θ cos θ cos(`φ+ ωIt) , (2.15)
e substituindo na Eq. (2.7), obte´m-se que a parte radial f(r) deve ser soluc¸a˜o da
equac¸a˜o [5]
d2f(r)
dr2
+
2
r
df(r)
dr
+
(
4piGρ0
dρ0
dp0
− (`+ 1)(`+ 2)
r2
)
f(r) = 4piGρ0
dρ0
dp0
( r
R
)`+1
.
(2.16)
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A soluc¸a˜o (2.8)–(2.11) tambe´m satisfaz a condic¸a˜o fronteira para a pressa˜o, ou
seja, a perturbac¸a˜o lagrangiana da pressa˜o desaparece na superf´ıcie da estrela 1,
∆
(1)
ξ p = δ
(1)p+ ξ(1)i∇ip0 = 0, (2.17)
onde ξ(1)i sa˜o as componentes contravariantes do vector deslocamento lagrangiano.
O deslocamento lagrangiano ξ(1)i e´ soluc¸a˜o das equac¸o˜es [6]
δ(1)vi = ∂tξ
(1)i + vk0∇kξ(1)i − ξ(1)m∇mvi0 = (∂t + Ω∂φ) ξ(1)i, (2.18)
δ(1)ρ = −∇i(ρ0ξ(1)i), (2.19)
onde vi0 = Ωδ
i
φ e´ a velocidade do fluido na estrela na˜o perturbada e ∂t′ = ∂t +Ω∂φ e´
simplesmente a derivada em relac¸a˜o ao tempo no referencial em co-rotac¸a˜o (φ′ = φ−
Ωt e t′ sa˜o, respectivamente, as coordenadas azimutal e temporal de um observador
num referencial em co-rotac¸a˜o com a estrela). Em ordem mais baixa em Ω, estas
equac¸o˜es admitem para ξ(1)i a seguinte soluc¸a˜o [4]:
ξ(1)r = 0, (2.20)
ξ(1)θ = −1
2
αC``(`+ 1)
( r
R
)`−1
sin`−1 θ cos(`φ+ ωIt), (2.21)
ξ(1)φ =
1
2
αC``(`+ 1)
( r
R
)`−1
sin`−2 θ cos θ sin(`φ+ ωIt). (2.22)
Visto p0 so´ depender da coordenada radial, p0 = p0(r), ξ
(1)r ser nulo e δ(1)p ser
proporcional a Ω2 [ver Eq. (2.11)], conclu´ımos que, em ordem mais baixa em Ω, a
perturbac¸a˜o lagrangiana da pressa˜o ∆
(1)
ξ p desaparece em toda a estrela, incluindo a
superf´ıcie.
1Nos resultados que se seguem deixamos de considerar um referencial ortonormado e passamos
a diferenciar as componentes covariantes das componentes contravariantes. As componentes con-
travariantes Ai e covariantes Ai esta˜o relacionadas por Ai = gijAj , onde as componentes da
me´trica, gij , sa˜o dadas, em coordenadas esfe´ricas, por grr = 1, gθθ = r2 e gφφ = r2 sin2 θ e gij = 0
para i 6= j.
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Os deslocamentos lagrangianos (2.20)–(2.22) constituem um conjunto cano´nico,
tal como e´ definido na teoria das perturbac¸o˜es lagrangianas de Friedman-Schutz
para fluidos na˜o relativistas [6], i.e., os deslocamentos ξ(1) sa˜o ortogonais aos deslo-
camentos trivias η(1)i, os quais satisfazem as Eqs. (2.18) e (2.19) com δ(1)vi e δ(1)ρ
iguais a zero,
0 = ∂tη
(1)i + vk0∇kη(1)i − η(1)m∇mvi0, (2.23)
0 = −∇i(ρ0η(1)i). (2.24)
Assim, os deslocamentos lagrangianos ξ(1)i e ξˆ(1)i correspondem a` mesma perturbac¸a˜o
f´ısica se ξˆ(1)i = ξ(1)i + η(1)i. Da condic¸a˜o de ortogonalidade de ξ(1)i e η(1)i resulta [6]
que os deslocamentos lagrangianos cano´nicos satisfazem a condic¸a˜o
²ijk∇j∆(1)ξ vk = 0, (2.25)
onde a perturbac¸a˜o lagrangiana da velocidade e´ dada por
∆
(1)
ξ vi = ∂tξ
(1)
i + v
k
0∇iξ(1)k + vk0∇kξ(1)i . (2.26)
A condic¸a˜o (2.25) esta´ directamente relacionada com uma propriedade dos modos r
em primeira ordem: a conservac¸a˜o da vorticidade,
∆
(1)
ξ
(
²ijk∇jvk
)
= 0. (2.27)
Efectivamente,
∆
(1)
ξ
(
²ijk∇jvk
)
= ∆
(1)
ξ ²
ijk∇jv0k + ²ijk∇j∆(1)ξ vk − ²ijkvm0 ∇j∇kξ(1)m
= ²ijk∇j∆(1)ξ vk, (2.28)
onde usa´mos ∆
(1)
ξ ²
ijk = 0. Para estes deslocamentos, a energia cano´nica Ec, dada
pela Eq. (1.33), e´ invariante relativamente a transformac¸o˜es de gauge (adic¸a˜o de um
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deslocamento trivial), permitindo, assim, definir um crite´rio de estabilidade [7]. Para
os deslocamentos lagrangianos cano´nicos (2.20)–(2.22), a energia cano´nica Ec e´ ne-
gativa para qualquer ` ≥ 2 e para uma rotac¸a˜o arbitrariamente lenta [8], implicando
que os modos r sa˜o insta´veis relativamente a` emissa˜o de radiac¸a˜o gravitacional [7].
Este resultado foi obtido analiticamente apo´s Andersson [9] ter demonstrado, nu-
mericamente, que os modos r sa˜o insta´veis em estrelas relativistas devido a` emissa˜o
de ondas gravitacionais para qualquer valor da rotac¸a˜o.
A partir do trabalho de Andersson [9], o nu´mero de publicac¸o˜es sobre os modos
r de pulsac¸a˜o conheceu um grande crescimento. De facto, existem outros modos
de pulsac¸a˜o que tambe´m sa˜o insta´veis devido a` emissa˜o de radiac¸a˜o gravitacional,
mas a principal diferenc¸a e, por conseguinte, o principal interesse dos modos r de
pulsac¸a˜o reside no facto de estes se tornarem insta´veis em estrelas de fluido perfeito
para qualquer valor da velocidade angular. Note-se que para os outros modos de
pulsac¸a˜o esta instabilidade so´ se torna activa para valores elevados da velocidade
angular da estrela.
A instabilidade dos modos r e´ explicada em termos do mecanismo descrito por
Chandrasekhar [10] e Friedman e Schutz [7] (instabilidade CFS). Como vimos no
cap´ıtulo anterior, o crite´rio de existeˆncia da instabilidade CFS pode ser expresso na
forma
ωI(ωI + `Ω) < 0. (2.29)
Substituindo ωI = −`Ω + 2Ω/(`+ 1), verificamos que para os modos r de pulsac¸a˜o
o crite´rio e´ satisfeito para qualquer ` ≥ 2.
No seu trabalho [9], Andersson frisou tambe´m o poss´ıvel papel dos modos r de
pulsac¸a˜o na limitac¸a˜o do per´ıodo de rotac¸a˜o de estrelas de neutro˜es rece´m-nascidas.
Efectivamente, como ja´ menciona´mos no cap´ıtulo anterior, o valor muito alto do
per´ıodo de rotac¸a˜o dos pulsares jovens relativamente ao per´ıodo mı´nimo poss´ıvel e´
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uma questa˜o ainda em aberto para a qual os modos r aparecem como uma resposta
plaus´ıvel. Voltaremos a esta questa˜o na secc¸a˜o seguinte.
Apesar dos resultados ate´ aqui apresentados ignorarem a viscosidade, esta tem
um papel preponderante na estabilizac¸a˜o do modo, e portanto um efeito oposto
a` emissa˜o de ondas gravitacionais. Na secc¸a˜o seguinte, analisaremos os efeitos da
viscosidade na instabilidade do modo r de pulsac¸a˜o.
2.3 Modos r em estrelas com viscosidade
Num estudo sobre os efeitos da viscosidade e da radiac¸a˜o gravitacional nos mo-
dos de oscilac¸a˜o de estrelas newtonianas com rotac¸a˜o ra´pida, Ipser e Lindblom pro-
puseram um me´todo para derivar as escalas temporais de variac¸a˜o destes efeitos [11].
Num primeiro tempo, assumiram que a frequeˆncia do modo de oscilac¸a˜o e´ dada por
ωI = ω0 + i$, de tal forma que a perturbac¸a˜o da velocidade δ
(1)~v passa a ter, ale´m
da componente oscilato´ria eiω0t, uma componente e−$t, que dependendo do sinal de
$ vai levar ao crescimento ou a` diminuic¸a˜o da amplitude do modo. Num segundo
tempo, a fim de determinar o valor de $, definiram uma energia das perturbac¸o˜es:
E(t) =
1
2
∫ [
ρ0δ
(1)~v · δ(1)~v∗ + 1
2
(
δ(1)ρδ(1)U∗ + δ(1)ρ∗δ(1)U
)]
d3x, (2.30)
onde o asterisco representa o complexo conjugado e δ(1)~v, δ(1)ρ e δ(1)U sa˜o as soluc¸o˜es
das equac¸o˜es da hidrodinaˆmica, as quais incluem os efeitos da viscosidade e da
radiac¸a˜o gravitacional. Como ja´ anteriormente referimos, as quantidades δ(1)~v, δ(1)ρ
e δ(1)U sa˜o proporcionais a eiωI t. Usando ωI = ω0+ i$ e a Eq. (2.30), obte´m-se que
E ∝ e−2$t, de onde resulta que dE/dt = −2$E. Definindo a escala temporal como
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τ = 1/$, obtemos
1
τ
= − 1
2E
dE
dt
, (2.31)
a qual pode ser escrita como
1
τ
=
1
τV
+
1
τGR
= − 1
2E
(
dE
dt
)
V
− 1
2E
(
dE
dt
)
GR
, (2.32)
onde τV e τGR representam, respectivamente, as escalas temporais relativas aos
efeitos da viscosidade e da radiac¸a˜o gravitacional. A fim de calcular dE/dt na
Eq. (2.31), Ipser e Lindblom [11] derivaram em ordem ao tempo a energia dada
pela Eq. (2.30) e eliminaram as derivadas temporais de δ(1)~v, δ(1)ρ e δ(1)U usando as
equac¸o˜es da hidrodinaˆmica linearizadas (para um fluido viscoso e incluindo os efeitos
da radiac¸a˜o gravitacional). Deste modo, expressaram as escalas temporais τV e τGR
em func¸a˜o de δ(1)~v, δ(1)ρ e δ(1)U . Se os efeitos da viscosidade e da radiac¸a˜o gravi-
tacional nas equac¸o˜es da hidrodinaˆmica forem pequenos, as soluc¸o˜es das equac¸o˜es
da hidrodinaˆmica para um fluido perfeito constituem uma boa aproximac¸a˜o das
soluc¸o˜es das equac¸o˜es que incluem os efeitos da viscosidade e da radiac¸a˜o gravita-
cional, pelo que para calcular τV e τGR Ipser e Lindblom usaram simplesmente δ
(1)~v,
δ(1)ρ e δ(1)U dadas pelas Eqs. (2.8)–(2.11).
E´ de referir que Ipser e Lindblom estavam interessados nos modos f de pulsac¸a˜o,
pelo que deduziram a escala temporal relativa a` radiac¸a˜o gravitacional τGR con-
siderando apenas o momento multipolar de massa (os diversos termos da expansa˜o
multipolar da radiac¸a˜o gravitacional esta˜o definidos na Ref. [12]).
O me´todo de Ipser e Lindblom foi aplicado posteriormente aos modos r de osci-
lac¸a˜o nos artigos de Lindblom, Owen e Morsink [13] e Andersson, Kokkotas e Schutz
[14]. Nestes artigos foram deduzidas as expresso˜es expl´ıcitas para as escalas tempo-
rais de variac¸a˜o dos efeitos da radiac¸a˜o gravitacional e da viscosidade na evoluc¸a˜o
da perturbac¸a˜o. No ca´lculo de τGR tiveram em conta que, no caso dos modos r, o
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momento multipolar dominante e´ o de corrente. Consideraram dois tipos de viscosi-
dade, a viscosidade de cisalhamento (shear) caracterizada pelo coeficiente η, inver-
samente proporcional ao quadrado da temperatura, e a viscosidade de volume (bulk)
caracterizada pelo coeficiente ζ, proporcional a` sexta poteˆncia da temperatura. As
expresso˜es anal´ıticas obtidas para cada escala temporal para os modos r foram as
seguintes [13]:
1
τGR
= −32piGΩ
2`+2
c2`+3
(`− 1)2`
[(2`+ 1)!!]2
(
`+ 2
`+ 1
)2`+2 ∫ R
0
ρ0r
2`+2dr, (2.33)
1
τS
= (`− 1)(2`+ 1)
∫ R
0
ηr2`dr
(∫ R
0
ρ0r
2`+2dr
)−1
, (2.34)
1
τB
=
4R2`−2
(`+ 1)2
∫
V
ζ
∣∣∣∣∣∆
(1)
ξ ρ
ρ0
∣∣∣∣∣
2
d3x
(∫ R
0
ρ0r
2`+2dr
)−1
, (2.35)
onde τGR, τS e τB sa˜o, respectivamente, as escalas temporais para a radiac¸a˜o gravi-
tacional, a viscosidade de cisalhamento e a viscosidade de volume, e ∆
(1)
ξ ρ = δ
(1)ρ+
ξ(1)i∇iρ0 e´ a perturbac¸a˜o lagrangiana da densidade.
Das Eqs. (2.33)–(2.35) podemos imediatamente concluir que, para ` ≥ 2, τGR < 0
e τS, τB > 0, pelo que enquanto a radiac¸a˜o gravitacional tende a tornar os modos r
de pulsac¸a˜o insta´veis, a viscosidade tende a estabiliza´-los.
A escala temporal relativa a` radiac¸a˜o gravitacional tambe´m foi obtida usando
outro me´todo. Dias e Sa´ [15] resolveram explicitamente para ` = 2 as equac¸o˜es da
hidrodinaˆmica linearizadas na presenc¸a da forc¸a da radiac¸a˜o gravitacional, usando
uma expansa˜o po´s-newtoniana ate´ a` ordem 3.5 para a forc¸a da radiac¸a˜o gravita-
cional. Demonstraram que a variac¸a˜o euleriana da velocidade tem o mesmo com-
portamento oscilato´rio e a mesma frequeˆncia que a variac¸a˜o euleriana da velocidade
no caso em que a forc¸a de radiac¸a˜o gravitacional e´ nula. Tambe´m provaram que a
amplitude da velocidade perturbada e´ proporcional a e−t/τGR , onde τGR e´ dada pela
Eq. (2.33). Finalmente, mostraram que a variac¸a˜o euleriana da velocidade possui
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tambe´m termos proporcionais a Ω6.
Para determinar o valor nume´rico da escala temporal associada a` viscosidade de
volume, τB, Lindblom, Owen e Morsink [13] usaram, na Eq. (2.35), a perturbac¸a˜o
euleriana da densidade δ(1)ρ em vez da perturbac¸a˜o lagrangiana da densidade ∆
(1)
ξ ρ.
Efectivamente, em ordem mais baixa em Ω, ∆
(1)
ξ ρ = 0 [ver condic¸a˜o fronteira para
a pressa˜o, Eq. (2.17)], o que implica que 1/τB = 0. Assim, e´ necessa´rio ir para
a ordem seguinte, onde ∆
(1)
ξ ρ 6= 0. Para o efeito, e´ preciso conhecer ~ξ(1) ate´ a`
segunda ordem em Ω, o qual so´ pode ser obtido a partir da resoluc¸a˜o das Eqs. (2.5)–
(2.7) ate´ a` ordem Ω4. Como Lindblom, Owen e Morsink na˜o tinham esta soluc¸a˜o,
assumiram que δ(1)ρ e´ aproximadamente igual a ∆
(1)
ξ ρ. Andersson, Kokkotas e
Schutz calcularam o valor de τB usando a perturbac¸a˜o lagrangiana da densidade
∆
(1)
ξ ρ [14]. Para tal, resolveram as Eqs. (2.5)–(2.7), ate´ a` ordem Ω
4, usando o
formalismo desenvolvido por Saio [3]. Posteriormente, Lindblom, Mendell e Owen
[5] usaram um outro formalismo, o dos dois potenciais [11], para resolver tambe´m as
Eqs. (2.5)–(2.7) ate´ a` ordem Ω4 e, deste modo, determinar o valor da perturbac¸a˜o
lagrangiana da densidade ∆
(1)
ξ ρ. Existe, no ca´lculo de ∆
(1)
ξ ρ, uma discrepaˆncia entre
os resultados obtidos por Andersson, Kokkotas e Schutz [14] e aqueles obtidos por
Lindblom, Mendell e Owen [5], discrepaˆncia que proviria, segundo estes u´ltimos
autores, de alegados erros associados ao formalismo desenvolvido por Saio. Nesta
tese, adoptamos para τB o valor obtido por Lindblom, Mendell e Owen [5].
Lindblom, Owen e Morsink [13] aplicaram o me´todo de Ipser e Lindblom [11] a
uma estrela de neutro˜es, jovem, quente e com rotac¸a˜o lenta. Para o efeito, assumiram
que uma estrela de neutro˜es e´, em boa aproximac¸a˜o, modelada por uma esfera de
fluido com equac¸a˜o de estado politro´pica de ı´ndice 2, p0 = κρ
2
0, onde κ e´ tal que a
massa da estrela e´ M = 1.4M¯ e o seu raio R = 12 530 m. Assim, considerando
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apenas o modo ` = 2, as expresso˜es (2.33)–(2.35) podem ser simplificadas,
1
τGR
=
1
τ˜GR
(
Ω√
piGρ¯
)6
, (2.36)
1
τS
=
1
τ˜S
(
109 K
T
)2
, (2.37)
1
τB
=
1
τ˜B
(
T
109 K
)6(
Ω√
piGρ¯
)2
, (2.38)
onde τ˜GR = −3.26 s, τ˜S = 2.52× 108 s [13] e τ˜B = 2.01× 1011 s [5]. Nas expresso˜es
anteriores, T denota a temperatura da estrela e ρ¯ e´ a sua densidade me´dia.
Analisando as expresso˜es (2.36)–(2.38), notamos que existe um conjunto de
temperaturas T e de velocidades angulares Ω, para o qual se verifica a relac¸a˜o
−τ−1GR = τ−1S + τ−1B , ou seja, para o qual o efeito da viscosidade e´ exactamente com-
pensando pelo efeito da radiac¸a˜o gravitacional. Assim, de acordo com a Eq. (2.31),
a energia do modo neste caso mante´m-se constante e a sua amplitude na˜o aumenta
nem diminui.
Num diagrama (Ω, T ), os pontos que satisfazem a equac¸a˜o
1
τ (Ω, T )
=
1
τGR (Ω)
+
1
τS (T )
+
1
τB (Ω, T )
= 0 (2.39)
definem uma curva a que se chama curva de instabilidade (ver Fig. 2.1). Para uma
dada temperatura existe um valor da velocidade angular, a que chamamos velocidade
angular cr´ıtica Ωc, acima da qual a instabilidade ja´ se encontra activa.
Como vemos na Fig. 2.1, ha´ uma “janela” de temperaturas dentro da qual a
instabilidade dos modos r esta´ activa. Como a viscosidade de cisalhamento tende
a estabilizar o modo para valores baixos da temperatura e a viscosidade de volume
domina para temperaturas elevadas, esta janela corresponde a valores interme´dios
da temperatura. A forma desta janela vai depender de va´rios factores, entre os
quais, a composic¸a˜o e a equac¸a˜o de estado da estrela de neutro˜es, a existeˆncia ou
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Figura 2.1: Curva de instabilidade dos modos r em func¸a˜o da velocidade angular e
da temperatura da estrela.
na˜o de uma crusta e a presenc¸a de campos magne´ticos. A influeˆncia destes diversos
factores sobre a instabilidade do modo r sera´ analisada na Sec. 2.5.
Na secc¸a˜o seguinte, analisaremos um modelo simples de evoluc¸a˜o da instabilidade
do modo r, considerando apenas a viscosidade de cisalhamento e a de volume na
determinac¸a˜o da curva de instabilidade.
2.4 Evoluc¸a˜o da instabilidade dos modos r
Um modelo de evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r de pulsac¸a˜o permite-nos
verificar se a instabilidade tem a possibilidade de crescer durante um tempo sufi-
cientemente longo para que o modo r seja astrofisicamente relevante.
Owen et al. [16] propuseram um modelo simples para estudar a evoluc¸a˜o dos
modos r, com o objectivo de determinar a forma das ondas gravitacionais que eram
produzidas devido a` instabilidade do modo r numa estrela de neutro˜es quente, jovem
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e com rotac¸a˜o ra´pida. Para atingir este objectivo e´ necessa´rio estudar o comporta-
mento da estrela de neutro˜es ao longo da evoluc¸a˜o da instabilidade.
De acordo com o modelo de Owen et al. [16], a evoluc¸a˜o da estrela e do modo
r de pulsac¸a˜o e´ caracterizada por duas grandezas, a amplitude do modo, α, e a
velocidade angular da estrela, Ω. Consideraram que, inicialmente, a amplitude do
modo r e´ muito pequena (por exemplo, α0 = 10
−6), pelo que a evoluc¸a˜o do modo e´
descrita de forma adequada pela teoria linear. Assumiram ainda que, inicialmente,
a velocidade angular da estrela e´ a ma´xima poss´ıvel, Ω0 = ΩK =
2
3
√
piGρ¯. Neste
modelo, o momento angular total da estrela depende apenas da velocidade angular
da estrela e da amplitude do modo r, sendo dado por
J(α,Ω) = IΩ + Jc(α,Ω), (2.40)
onde I e´ o momento de ine´rcia da estrela na˜o perturbada e Jc e´ o momento angular
cano´nico do modo r (tal como e´ definido Eq. (3.25) do pro´ximo cap´ıtulo). E´ de
referir que Owen et al. [16] consideraram que o momento angular f´ısico do modo r
em segunda ordem e´ sempre igual ao momento angular cano´nico; como veremos no
pro´ximo cap´ıtulo, este resultado so´ se verifica num caso muito particular. No caso
geral, estas duas quantidades sa˜o diferentes.
Como veremos a seguir, as estrelas de neutro˜es estudadas por Owen et al. [16]
teˆm, inicialmente, uma velocidade angular elevada (Ω ≈ ΩK , onde ΩK e´ a velocidade
angular de Kepler) e, apo´s algumas centenas de segundos de evoluc¸a˜o, a amplitude
do modo r cresce para valores pro´ximos da unidade (α ≈ 1). Em rigor, nestas
condic¸o˜es extremas, Owen et al. deviam usar, para calcular Jc, uma soluc¸a˜o geral
das Eqs. (2.2)–(2.4), va´lida para Ω e α arbitra´rios. Contudo, tal soluc¸a˜o anal´ıtica
na˜o e´ conhecida, pelo que e´ usada a soluc¸a˜o (2.20)–(2.22), va´lida para Ω ¿ ΩK e
α ¿ 1. Estudos nume´ricos mostram, no entanto, que a evoluc¸a˜o dos modos r em
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estrelas de neutro˜es com velocidade de rotac¸a˜o elevada na˜o difere significativamente
da evoluc¸a˜o em estrelas lentas [17], pelo que os resultados de Owen et al. sa˜o va´lidos
numa boa aproximac¸a˜o.
Partindo da Eq. (2.40) para o momento angular total e considerando, por um
lado, que a estrela perde momento angular sob a forma de ondas gravitacionais
devido a` instabilidade do modo r e, por outro lado, que a viscosidade dificulta o
crescimento do modo, Owen et al. [16] obtiveram o sistema de equac¸o˜es diferenciais
dΩ
dt
= −2Ω
τV
α2Q
1 + α2Q
, (2.41)
dα
dt
= − α
τGR
− α
τV
1− α2Q
1 + α2Q
, (2.42)
onde Q = 9.4 × 10−2 no modelo politro´pico considerado. Estas duas equac¸o˜es de-
terminam a evoluc¸a˜o da velocidade angular da estrela, Ω, e da amplitude do modo,
α, na fase inicial da evoluc¸a˜o, i.e., quando a amplitude do modo e´ ainda suficiente-
mente pequena para que a teoria linear seja va´lida. Numa estrela de neutro˜es jovem,
a temperatura e´ muito elevada (T À 109 K), pelo que, de acordo com as Eqs. (2.36)–
(2.38), a escala temporal associada a` radiac¸a˜o gravitacional, τGR, e´ muito menor do
que as escalas temporais associadas a` viscosidade, τS e τB.
Analisando as Eqs. (2.41) e (2.42), notamos que durante a fase linear da evoluc¸a˜o,
a velocidade angular da estrela, Ω, e´ praticamente constante, evoluindo na escala
temporal da viscosidade, enquanto a amplitude do modo α cresce exponencialmente
na escala temporal da radiac¸a˜o gravitacional. Apo´s aproximadamente 500 s [16], a
amplitude do modo torna-se ta˜o elevada que ja´ na˜o se podem ignorar os efeitos na˜o
lineares. Contudo, Owen et al. [16] desconheciam a soluc¸a˜o na˜o linear dos modos
r, pelo que na˜o possu´ıam as ferramentas necessa´rias para descrever com precisa˜o a
fase de evoluc¸a˜o na˜o linear. Na˜o tendo nenhum mecanismo na˜o linear de saturac¸a˜o
dispon´ıvel, optaram por saturar o modo r a` ma˜o, escolhendo um valor de saturac¸a˜o
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pro´ximo da unidade. O valor escolhido para a amplitude de saturac¸a˜o e´ justificado
pela analogia entre este estudo e estudos sobre os efeitos da radiac¸a˜o gravitacional na
evoluc¸a˜o dos modelos elipsoidais [18, 19]. Neste u´ltimo caso, o modo insta´vel cresce
exponencialmente ate´ atingir uma amplitude da ordem da unidade. A partir deste
momento, ocorre uma espe´cie de saturac¸a˜o na˜o linear que faz parar o crescimento
do modo. O excesso de momento angular da estrela e´ emitido sob a forma de ondas
gravitacionais e a estrela evolui para um novo estado de equil´ıbrio com momento
angular menor. Owen et al. [16] esperavam uma evoluc¸a˜o ideˆntica para os modos r.
Assim, durante a primeira fase de evoluc¸a˜o, a amplitude do modo r cresce expo-
nencialmente. Quando atinge o valor
α = αsat =
√
κ (2.43)
(onde κ e´ uma constante da ordem da unidade), entramos na fase na˜o linear da
evoluc¸a˜o do modo e as Eqs. (2.41) e (2.42) deixam de ser adequadas para descrever
o sistema. Durante a fase na˜o linear, a amplitude do modo α e´ dada pela Eq. (2.43)
e a evoluc¸a˜o da velocidade angular e´ determinada pela equac¸a˜o [16]
dΩ
dt
=
2Ω
τGR
κQ
1− κQ. (2.44)
No decurso desta fase, a velocidade angular da estrela diminui (na escala temporal
associada a` radiac¸a˜o gravitacional) para valores muito inferiores a` sua velocidade
angular inicial, a velocidade de Kepler ΩK , e uma parte importante do seu momento
angular inicial e´ emitida sob a forma de ondas gravitacionais.
Ao fim de aproximadamente um ano (segundo as simulac¸o˜es nume´ricas de Owen
et al. [16]), a velocidade angular e a temperatura da estrela de neutro˜es ja´ sa˜o
suficientemente pequenas para que o modo r deixe de ser insta´vel, i.e., a estrela sai
da janela de instabilidade apresentada na Fig. 2.1. A evoluc¸a˜o do modo r passa a ser
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novamente descrita pelas Eqs. (2.41) e (2.42). Durante esta u´ltima fase da evoluc¸a˜o,
a amplitude do modo diminui e torna-se de novo suficientemente pequena para ser
descrita pela teoria linear.
Resumindo, no modelo de evoluc¸a˜o de Owen et al. [16], podemos distinguir
treˆs fases. Durante a primeira fase a amplitude do modo cresce exponencialmente,
enquanto a velocidade angular da estrela se mante´m aproximadamente constante.
Depois, a amplitude do modo e´ saturada a` ma˜o num valor pro´ximo da unidade devido
a efeitos hidrodinaˆmicos na˜o lineares na˜o especificados, seguindo-se uma segunda
fase, que dura aproximadamente um ano, em que a velocidade angular diminui
de maneira significativa e uma parte importante do momento angular da estrela e´
irradiada sob a forma de ondas gravitacionais. Finalmente, durante a terceira fase,
a amplitude do modo decresce e a velocidade angular da estrela continua a diminuir
muito lentamente.
Com base no modelo acima descrito, considerando uma amplitude inicial do
modo r α0 = 10
−6 e uma velocidade angular inicial da estrela igual a ΩK , Owen et
al. [16] conclu´ıram que, ao fim de aproximadamente um ano, a estrela abrandaria
para uma velocidade angular de aproximadamente 0.1ΩK . Este u´ltimo resultado
esta´ de acordo com os valores observados em pulsares jovens.
Usando o seu modelo de evoluc¸a˜o, Owen et al. [16] analisaram a possibilidade
de detectar ondas gravitacionais emitidas por estrelas de neutro˜es rece´m-formadas
em que a instabilidade do modo r se encontra activa, conclu´ındo que o sinal poderia
ser detectado, por detectores de interferometria laser como o LIGO e o Virgo, se
as estrelas de neutro˜es emissoras estivessem a uma distaˆncia da Terra inferior a 20
Mpc.
O modelo de evoluc¸a˜o proposto por Owen et al. [16] permite-nos estudar a
evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r de pulsac¸a˜o a partir das duas grandezas funda-
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mentais que sa˜o a velocidade angular da estrela e a amplitude do modo. No entanto,
este modelo de evoluc¸a˜o na˜o descreve satisfatoriamente o que acontece durante a
fase na˜o linear. A opc¸a˜o de Owen et al. [16] de saturar a amplitude do modo a` ma˜o
introduz um crite´rio arbitra´rio que torna os resultados finais pouco fidedignos.
As Figs. 2.2 e 2.3 mostram os primeiros 1000 s da evoluc¸a˜o de α e Ω, respectiva-
mente, para diferentes valores da amplitude de saturac¸a˜o. Nestas figuras, ale´m do
valor αsat ≈ 1 escolhido por Owen et al. [16], consideram-se ainda outros valores da
amplitude de saturac¸a˜o que, sabemos hoje, sa˜o mais realistas.
Figura 2.2: Evoluc¸a˜o da amplitude do modo, α, em func¸a˜o do tempo, para diferentes
valores de saturac¸a˜o da amplitude do modo.
Vemos, na Fig. 2.3, que a velocidade angular da estrela depende sensivelmente
do valor da amplitude de saturac¸a˜o. Como este u´ltimo e´ escolhido arbitrariamente,
o valor final da velocidade angular tambe´m e´ arbitra´rio. Assim, se em vez de esco-
lhermos um valor de saturac¸a˜o para α pro´ximo da unidade, como sugerido por Owen
et al. [16], considerarmos amplitudes de saturac¸a˜o muito inferiores a` unidade, veri-
ficamos que a velocidade angular final da estrela ja´ na˜o diminui significativamente.
Do mesmo modo, para amplitudes de saturac¸a˜o αsat ¿ 1, o momento angular emi-
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Figura 2.3: Evoluc¸a˜o da velocidade angular da estrela, Ω, em func¸a˜o do tempo, para
diferentes valores de saturac¸a˜o da amplitude do modo.
tido pela estrela sob a forma de ondas gravitacionais e´ apenas uma pequena fracc¸a˜o
do momento angular inicial. Assim, devido a` arbitrariedade na escolha da ampli-
tude de saturac¸a˜o, o modelo de evoluc¸a˜o proposto por Owen et al. [16] na˜o nos
permite concluir sobre a relevaˆncia astrof´ısica dos modos r. Para o efeito, e´ preciso
considerar os efeitos na˜o lineares, o que nos propomos fazer no cap´ıtulo 4 desta tese.
Uma vez definido um modelo de evoluc¸a˜o da instabilidade para estrelas com
viscosidade de volume e de cisalhamento, as publicac¸o˜es subsequentes debruc¸aram-
-se sobre modelos de estrelas de neutro˜es mais realistas e verificaram se, nestas
condic¸o˜es, a instabilidade dos modos r continuava activa para valores relevantes da
temperatura e velocidade angular da estrela. Assim, alguns autores introduziram
um campo magne´tico, outros consideraram os efeitos da crusta ou ainda a existeˆncia
de mate´ria estranha.
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2.5 Modos r em estrelas de neutro˜es com crusta
Como referimos no cap´ıtulo anterior, todas as estrelas de neutro˜es, excepto as
mais quentes, possuem uma crusta so´lida com espessura de alguns quilo´metros. A
presenc¸a da crusta aumenta os efeitos dissipativos, o que leva a uma reduc¸a˜o do
tamanho da “janela” de instabilidade do modo r [20]. De facto, quando se tem em
conta a presenc¸a da crusta, a curva de instabilidade passa a ser definida por
1
τ(Ω, T )
=
1
τGR(Ω)
+
1
τS(T )
+
1
τB(Ω, T )
+
1
τC(Ω, T )
= 0, (2.45)
onde τC e´ a escala temporal associada aos efeitos dissipativos provocados pela pre-
senc¸a da crusta. Assim, e´ importante verificar se em estrelas de neutro˜es com crusta
a instabilidade dos modos r esta´ activa para valores relevantes da temperatura e
velocidade angular da estrela.
Entre os va´rios trabalhos que estudaram a instabilidade do modo r em estrelas
de neutro˜es com crusta, diferentes modelos foram propostos. Bildsten e Ushomirsky
assumiram uma crusta so´lida e infinitamente r´ıgida, onde as oscilac¸o˜es do modo r
na˜o podem penetrar [20]. Esta crusta envolve um nu´cleo de fluido viscoso, no qual os
modos r de oscilac¸a˜o esta˜o activos. Devido a estas oscilac¸o˜es a camada superficial do
nu´cleo e´ friccionada contra a crusta r´ıgida, levando a` dissipac¸a˜o de energia do modo r.
Esta dissipac¸a˜o de energia e´ tal que a escala temporal associada a` viscosidade e´ muito
menor do que para uma estrela de fluido sem crusta, tornando-se compara´vel a` escala
temporal da radiac¸a˜o gravitacional. Assim, a janela de instabilidade e´, neste caso,
muito menor do que numa estrela sem crusta e, consequentemente, para qualquer
valor da temperatura, o valor mı´nimo da velocidade angular cr´ıtica e´ da ordem de
0.3ΩK [20]. Assim, o valor final da velocidade angular da estrela, em resultado da
evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, e´ superior a 0.3ΩK , ou seja, muito maior do
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que os valores observados em pulsares jovens. Por outro lado, a instabilidade so´ vai
estar activa durante 104 s em vez de aproximadamente 1 ano (como no caso sem
crusta), o que implica uma quantidade menor de ondas gravitacionais emitidas.
Posteriormente, Andersson et al. [21], considerando tambe´m uma crusta r´ıgida e
usando diferentes paraˆmetros para a estrela de neutro˜es, chegaram a` conclusa˜o que a
janela de instabilidade e´ um pouco maior do que no modelo analisado por Bildsten e
Ushomirsky e, consequentemente, obtiveram valores para velocidade angular cr´ıtica
mı´nima um pouco inferiores a 0.3ΩK .
Levin e Ushomirsky [22] consideraram um modelo mais realista, em que a crusta
e´ ela´stica. Neste caso, os modos r ja´ penetram na crusta e esta comec¸a a oscilar com
as camadas superficiais do fluido viscoso, pelo que a dissipac¸a˜o de energia e´ muito
menor do que no caso da crusta r´ıgida. Deste modo, a escala temporal associada
a` viscosidade e´ muito menos afectada pela presenc¸a da crusta, sendo cerca de 100
vezes maior do que aquela obtida por Bildsten e Ushomirsky, levando o tamanho da
janela de instabilidade a aumentar relativamente ao caso da crusta r´ıgida. Assim,
para qualquer valor da temperatura, o valor mı´nimo da velocidade angular cr´ıtica
e´ inferior a`quele obtido por Bildsten e Ushomirsky, e, por conseguinte, o valor da
velocidade angular final da estrela devido a` instabilidade do modo r tambe´m.
Lindblom, Owen e Ushomirsky [23] avanc¸aram a possibilidade do derretimento
da crusta como consequeˆncia da instabilidade dos modos r. Efectivamente, se a
amplitude de saturac¸a˜o do modo for maior ou igual a um determinado valor cr´ıtico
(αsat = 5×10−3 para estrelas com velocidade angular Ω = ΩK), o calor resultante da
fricc¸a˜o entre a camada superior do nu´cleo e a crusta pode ser suficiente para derreter
a crusta. Neste caso, Lindblom, Owen e Ushomirsky mostraram que a velocidade
angular final da estrela, em resultado da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, e´ da
mesma ordem de grandeza do que aquela obtida no caso sem crusta.
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Em resumo, ao contra´rio do que foi sugerido inicialmente, o efeito da crusta
sobre a evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r e´ muito pequeno. Assim, modelos de
estrelas sem crusta permitem-nos descrever de forma mais simples a evoluc¸a˜o da
instabilidade do modo r, sem alterac¸a˜o significativa dos resultados finais.
2.6 Estrelas de neutro˜es com um campo magne´tico
Supondo que uma estrela de neutro˜es e´ o resultado do colapso gravitacional de
uma estrela da sequeˆncia principal com um campo magne´tico de 100 G “congelado”
na sua superf´ıcie, uma diminuic¸a˜o do raio de um factor de 105 provoca um aumento
do campo magne´tico de um factor de 1010. Assim, uma estrela de neutro˜es pode
possuir um campo magne´tico da ordem de 1012 G.
Rezzolla et al. [24] foram os primeiros a sugerir a existeˆncia de rotac¸a˜o diferen-
cial associada ao modo r, tendo obtido uma expressa˜o anal´ıtica aproximada para
a rotac¸a˜o diferencial induzida pelos modos r. Esta expressa˜o foi obtida a partir
da variac¸a˜o euleriana de primeira ordem da velocidade de um elemento de flui-
do, expandida em poteˆncias da amplitude do modo, fazendo a me´dia sobre uma
oscilac¸a˜o e conservando unicamente os termos de ordem mais baixa. Rezzolla et
al. [24, 25, 26] investigaram a influeˆncia do campo magne´tico de uma estrela de
neutro˜es na evoluc¸a˜o da instabilidade dos modos r a partir da ana´lise da interacc¸a˜o
da rotac¸a˜o diferencial induzida pelos modos r com o campo magne´tico. Mostraram
que o campo magne´tico inicialmente presente na estrela vai enrolar-se em torno desta
devido a` rotac¸a˜o diferencial que produz derivas em grande escala de elementos de
fluido, na direcc¸a˜o azimutal. Assim, a interacc¸a˜o entre a rotac¸a˜o diferencial induzida
pelos modos r e o campo magne´tico da estrela e´ tal que uma parte da energia da osci-
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lac¸a˜o e´ transferida para o campo magne´tico. Dependendo, enta˜o, da amplitude do
campo magne´tico inicial, o crescimento da instabilidade do modo r pode ser atenua-
do ou, ate´, a instabilidade pode na˜o ter a possibilidade de se activar (para campos
magne´ticos suficientemente fortes). Paralelamente, o campo magne´tico inicial da
estrela e´ amplificado devido a` transfereˆncia de energia dos modos r, podendo ate´
explicar a existeˆncia de “magnetars” (pulsares com campos magne´ticos superiores a
1015 G). E´ de referir que apesar das concluso˜es serem muito interessantes, nos arti-
gos de Rezzolla et al. assumiu-se que a estrutura dos modos r de oscilac¸a˜o na˜o era
afectada pela presenc¸a do campo magne´tico, ou seja, assumiu-se que a velocidade de
elementos de fluido numa estrela magnetizada e´ dada pelas Eqs. (2.8)–(2.10). Um
estudo mais realista devera´ ter em conta a reacc¸a˜o do campo magne´tico na estrutura
dos modos r, a qual pode ser significativamente alterada, levando eventualmente a
outro tipo de concluso˜es.
Num artigo subsequente, Ho e Lai [27] investigaram o efeito de um campo
magne´tico na evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r de oscilac¸a˜o, usando o modelo
proposto por Owen et al.. Assumiram tambe´m que o momento angular f´ısico do
modo r era dado pelo momento angular cano´nico, afirmac¸a˜o, que, como ja´ referi-
mos, na˜o e´ verdadeira no caso geral. O efeito do campo magne´tico foi introduzido,
considerando, nas equac¸o˜es que determinam a evoluc¸a˜o de α e Ω, uma escala tem-
poral suplementar associada ao campo magne´tico e que favorece o crescimento da
instabilidade. O efeito do campo magne´tico so´ se torna relevante para valores muito
elevados (muito maiores do que 1014 G); nestes casos, o crescimento da instabilidade
faz-se mais lentamente e, como a janela de instabilidade e´ maior, o valor final da ve-
locidade angular da estrela diminui nitidamente. Ho e Lai sugeriram tambe´m que a
ana´lise da forma das ondas gravitacionais emitidas e do valor da velocidade angular
final da estrela poderia, eventualmente, permitir o constrangimento da amplitude
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do campo magne´tico na estrela de neutro˜es.
Estes resultados mostraram a importaˆncia de incluir o campo magne´tico num
estudo completo dos modos r, visto que a sua influeˆncia pode ser decisiva para a
evoluc¸a˜o da instabilidade.
2.7 Estrelas de neutro˜es com mate´ria exo´tica
Como referimos no primeiro cap´ıtulo, a composic¸a˜o da regia˜o central das estrelas
de neutro˜es e´ ainda uma questa˜o em aberto. Va´rias hipo´teses foram avanc¸adas,
entre as quais, devido a`s condic¸o˜es extremas, a presenc¸a de mate´ria exo´tica. Alguns
autores debruc¸aram-se sobre a eventual influeˆncia da mate´ria exo´tica na evoluc¸a˜o
da instabilidade do modo r.
Jones [28] foi o primeiro a propor que a presenc¸a de hipero˜es no nu´cleo da estrela
de neutro˜es poderia alterar o coeficiente de viscosidade de volume e, logo, influenciar
a instabilidade dos modos r. De facto, a escala temporal associada a` viscosidade de
volume e´ suficientemente pequena para impedir o desenvolvimento da instabilidade.
Com o objectivo de melhorar a ana´lise anterior, Lindblom e Owen [29] consideraram
as propriedades da mate´ria nuclear no nu´cleo da estrela. Esta ana´lise mostrou que
a viscosidade de volume devida aos hipero˜es suprimia totalmente a instabilidade do
modo r em estrelas de neutro˜es com temperaturas inferiores a 109 K.
No entanto, ainda subsistem muitas du´vidas acerca da natureza da mate´ria
exo´tica em estrelas de neutro˜es. Estas estrelas poderiam ter um nu´cleo de quarks
up, down e strange desconfinados, as chamadas estrelas estranhas. Neste caso, Mad-
sen [30] mostrou que o coeficiente de viscosidade de volume e´ maior do que em
estrelas de neutro˜es usuais, deslocando, assim, a janela de instabilidade para valores
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da temperatura menores. Por conseguinte, em estrelas estranhas jovens, a insta-
bilidade dos modos r na˜o se activa, pelo que estas estrelas deveriam possuir uma
velocidade angular final maior do que estrelas de neutro˜es usuais. Segundo Ander-
sson, Jones e Kokkotas [31] os modos r em estrelas estranhas deveriam emitir um
sinal de ondas gravitacionais persistente que poderia ser detectado por detectores de
interferometria laser, como o LIGO e o Virgo, durante um per´ıodo de observac¸a˜o de
semanas a meses. A observac¸a˜o de um sinal deste tipo poderia ser uma prova indis-
cut´ıvel da existeˆncia de estrelas estranhas e, ao mesmo tempo, poderia constranger
os paraˆmetros da Cromodinaˆmica Quaˆntica. Finalmente, estudando o efeito da ins-
tabilidade do modo r sobre a evoluc¸a˜o de uma estrela estranha, Zheng, Yu e Li [32]
sugeriram que se o campo magne´tico na˜o for muito elevado enta˜o a estrela demora
milho˜es de anos para arrefecer devido a` instabilidade do modo r.
Estes trabalhos mostram que a influeˆncia da mate´ria exo´tica sobre a instabilidade
do modo r permanece uma questa˜o em aberto devido a` complexidade dos meca-
nismos envolvidos e a`s incertezas relativamente a` composic¸a˜o exacta das estrelas de
neutro˜es.
Apresenta´mos, neste cap´ıtulo, um resumo dos trabalhos realizados nos u´ltimos
anos sobre os modos r lineares. Apesar de estes estudos terem elucidado muitas
caracter´ısticas interessantes dos modos r na˜o permitiram determinar o valor da am-
plitude de saturac¸a˜o do modo. De facto, a amplitude de saturac¸a˜o, de fulcral im-
portaˆncia, e´ determinada pelos efeitos na˜o lineares, pelo que se torna imprescind´ıvel
estudar a evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r no aˆmbito da teoria na˜o linearizada.
Este e´ o objectivo do pro´ximo cap´ıtulo.
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Cap´ıtulo 3
Modos r na˜o lineares
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3.1 Introduc¸a˜o
A primeira fase de crescimento da instabilidade dos modos r e´ adequadamente
descrita pela teoria linear. No entanto, quando a amplitude do modo atinge valores
pro´ximos da unidade, a teoria linear deixa de ser va´lida para descrever a evoluc¸a˜o
do modo. E´ importante compreender o que acontece no regime na˜o linear, visto que
sa˜o efeitos na˜o lineares que levam a` saturac¸a˜o da amplitude do modo r, impedindo
que este cresc¸a infinitamente. Antes dos primeiros trabalhos no aˆmbito da teoria na˜o
linear, o modo r era saturado a` ma˜o, como no modelo fenomenolo´gico de evoluc¸a˜o
de Owen et al. [1]. O valor escolhido para a amplitude de saturac¸a˜o era aquele em
que, supostamente, o modo r saturaria se fossem considerados os efeitos na˜o lineares.
Esta escolha era justificada qualitativamente por analogia com os resultados obtidos
no caso dos elipso´ides [2, 3]. No entanto, como ja´ referimos no cap´ıtulo anterior, a
arbitrariedade na escolha da amplitude de saturac¸a˜o do modo r tornava as concluso˜es
obtidas no aˆmbito da teoria linear pouco fidedignas.
Todos os estudos consagrados aos modos r na˜o lineares partilham o mesmo objec-
tivo, determinar o valor de saturac¸a˜o da amplitude do modo. Os primeiros estudos
foram nume´ricos. Stergioulas e Font [4] resolveram numericamente as equac¸o˜es rela-
tivistas da hidrodinaˆmica para estrelas com rotac¸a˜o ra´pida sem ter em conta a forc¸a
de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional. A auseˆncia da forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o
gravitacional nas equac¸o˜es na˜o permite estudar a evoluc¸a˜o da instabilidade do modo,
mas apenas a interacc¸a˜o entre os va´rios modos e mais precisamente a transfereˆncia
de energia. Partindo de um valor inicial pro´ximo da unidade para a amplitude do
modo, mostraram que a transfereˆncia de energia entre os modos na˜o e´ significativa.
Verificaram ainda que surgia rotac¸a˜o diferencial. No entanto, a precisa˜o da ana´lise
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nume´rica na˜o era suficiente para confirmar se esta rotac¸a˜o diferencial era a mesma
que havia sido prevista por Rezzolla et al. [5].
Lindblom, Tohline e Vallisneri [6, 7] tambe´m resolveram numericamente as equa-
c¸o˜es da hidrodinaˆmica mas no caso newtoniano e tendo em conta a forc¸a de reacc¸a˜o
da radiac¸a˜o gravitacional. Visto que o tempo real de crescimento da amplitude do
modo devido ao efeito desta forc¸a e´ demasiado longo para um estudo nume´rico,
consideraram uma forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional artificialmente ampli-
ficada. Neste caso, mostraram que o modo cresce ate´ valores superiores a` unidade.
Nessa altura, ondas de choque na superf´ıcie da estrela provocam a diminuic¸a˜o brusca
da amplitude do modo. Tambe´m nestes estudos nume´ricos surgiu rotac¸a˜o diferen-
cial, que se encontra confinada a uma camada de espessura infinitesimal na superf´ıcie
da estrela.
Mais tarde, Arras et al. [8] estudaram analiticamente a interacc¸a˜o entre modos.
Para o efeito, consideraram a teoria das perturbac¸o˜es ate´ a` segunda ordem na ampli-
tude do modo e, negligenciando o acoplamento com ordens superiores, reduziram a
descric¸a˜o da evoluc¸a˜o na˜o linear a` ana´lise de um conjunto de equac¸o˜es diferenciais or-
dina´rias acopladas para as amplitudes dos diferentes modos do sistema. Mostraram
que, devido a` interacc¸a˜o entre os modos, o modo perde energia levando a` saturac¸a˜o
da amplitude. O valor obtido para a amplitude de saturac¸a˜o do modo, em torno
de 10−3 − 10−2, e´ nitidamente menor do que aquele escolhido por Owen et al. [1],
mostrando que a interacc¸a˜o entre os modos representa um mecanismo de saturac¸a˜o
eficiente para a amplitude do modo r. Este resultado difere daqueles obtidos nos
estudos nume´ricos descritos anteriormente [4, 6, 7]. No entanto, a validade dos es-
tudos nume´ricos pode ser contestada tendo em conta as metodologias usadas. No
primeiro estudo, Stergioulas e Font [4] na˜o tiveram em conta o efeito da forc¸a de
reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional, na˜o permitindo o crescimento da instabilidade e,
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por conseguinte, a saturac¸a˜o da amplitude do modo. No segundo estudo, Lindblom,
Tohline e Vallisneri [6, 7] consideraram a forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional
amplificada artificialmente. Mas sera´ que amplificar a forc¸a de radiac¸a˜o gravita-
cional produz o mesmo resultado ou, pelo menos, um resultado semelhante a uma
integrac¸a˜o nume´rica durante o tempo completo da evoluc¸a˜o? Segundo Arras et
al. [8], fazendo um paralelo com o efeito do vento sobre as ondas do mar, na˜o se
pode comparar o crescimento lento das ondas na superf´ıcie da a´gua devido a uma
ligeira brisa com o efeito de um tornado.
Em artigos subsequentes, Brink, Teukolsky e Wasserman [9, 10] integraram nu-
mericamente um conjunto de aproximadamente 5000 modos acoplados e mostraram
que o crescimento linear do modo cessava antes deste atingir uma amplitude de 10−3.
Usando o modelo proposto por Owen et al. [1] (ver Sec. 2.4), Arras et al. [8]
analisaram a detectabilidade das ondas gravitacionais devidas a` instabilidade do
modo r no caso em que ha´ interacc¸a˜o na˜o linear entre modos. Apesar da amplitude
de saturac¸a˜o do modo ser muito menor do que a unidade, mostraram que ainda
existia a possibilidade do sinal emitido por estrelas de neutro˜es rece´m-formadas ser
detectado pela versa˜o avanc¸ada do detector de interferometria laser LIGO se a fonte
emissora estivesse a uma distaˆncia da Terra inferior a 100− 200 kpc.
Ale´m da interacc¸a˜o entre va´rios modos, podemos ainda considerar a auto-interac-
c¸a˜o do modo r, que produz rotac¸a˜o diferencial. Rezzolla et al. [5] foram os primeiros a
sugerir a existeˆncia de rotac¸a˜o diferencial de origem cinema´tica e tambe´m a deduzir,
no aˆmbito da teoria linear, uma expressa˜o anal´ıtica aproximada. Posteriormente,
usando um modelo muito simplificado, que consistia num fluido perfeito incom-
press´ıvel numa camada esfe´rica de espessura infinitesimal, e considerando o efeito
da forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional, Levin e Ushomirsky [11] mostraram
a existeˆncia de outro tipo de rotac¸a˜o diferencial, uma rotac¸a˜o diferencial induzida
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pela forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional. Finalmente, Sa´ [12] encontrou
a expressa˜o anal´ıtica exacta da rotac¸a˜o diferencial induzida pelo modo r, em se-
gunda ordem na amplitude do modo, para estrelas newtonianas de fluido perfeito
barotro´pico com velocidade angular constante. Esta rotac¸a˜o diferencial de origem
puramente cinema´tica constitui, como mostraremos no pro´ximo cap´ıtulo, um meca-
nismo muito eficiente de saturac¸a˜o do modo r.
3.2 Primeiras abordagens a` rotac¸a˜o diferencial
Rezzolla et al. [5, 13, 14] inclu´ıram na ana´lise da evoluc¸a˜o da instabilidade do
modo r a influeˆncia dos campos magne´ticos, os quais, como vimos no primeiro
cap´ıtulo, se encontram presentes nas estrelas de neutro˜es. Rezzolla et al. estudaram
o acoplamento entre o campo magne´tico e o modo r e as suas consequeˆncias na
evoluc¸a˜o da instabilidade. Mostraram que as propriedades cinema´ticas das oscilac¸o˜es
do modo r da˜o origem a rotac¸a˜o diferencial que, acoplada ao campo magne´tico
pre´-existente na estrela, leva ao aparecimento de campos magne´ticos toroidais que
crescem exponencialmente a` medida que a instabilidade vai crescendo, extraindo
assim energia ao modo.
Visto que Rezzolla et al. [5] na˜o conheciam a expressa˜o exacta para a rotac¸a˜o
diferencial obtida no aˆmbito da teoria na˜o linear, usaram uma te´cnica que permite
calcular quantidades na˜o lineares a partir de quantidades lineares. Deste modo, Rez-
zolla et al. deduziram uma expressa˜o anal´ıtica aproximada para a rotac¸a˜o diferencial
induzida pelo modo r de pulsac¸a˜o. A te´cnica usada da´, no caso de ondas sonoras ou
ondas em a´guas profundas, resultados exactos [15]. Contudo, no caso estudado por
Rezzolla et al. na˜o era claro se o resultado obtido seria exacto ou apenas aproximado.
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Expandindo a velocidade de um elemento de fluido em poteˆncias da amplitude do
modo r, fazendo a me´dia sobre uma oscilac¸a˜o e conservando unicamente os termos
de ordem mais baixa na˜o nulos, obtiveram, para ` = 2, que a velocidade de deriva
de um elemento de fluido e´ dada por
~vD =
2
3
κ2(θ)α
2(t)Ω(t)R
( r
R
)2
~eφ, (3.1)
onde κ2(θ) ≡ (1/2)7(5!/pi)(sin2 θ − 2 cos2 θ). Assim, a rotac¸a˜o diferencial associada
aos modos r produz uma deriva de elementos de fluido na direcc¸a˜o azimutal. Como
e´ sublinhado pelos autores, este resultado e´ apenas uma aproximac¸a˜o, visto que
a te´cnica usada para a sua obtenc¸a˜o na˜o e´ equivalente a` resoluc¸a˜o das equac¸o˜es
da hidrodinaˆmica ate´ a` segunda ordem em α. No entanto, como em alguns casos
particulares (ondas sonoras ou ondas em a´guas profundas) a expressa˜o exacta da ve-
locidade de deriva e´, em ordem α2, determinada pela velocidade linear [15], Rezzolla
et al. esperavam que, no caso dos modos r, a velocidade de deriva fosse qualita-
tivamente correcta e talvez mesmo exacta em ordem α2. Contudo, a soluc¸a˜o das
equac¸o˜es na˜o lineares poderia conter termos que cancelassem total ou parcialmente
a velocidade de deriva obtida a partir da velocidade linear. De facto, como veremos
na u´ltima parte deste cap´ıtulo, a soluc¸a˜o das equac¸o˜es na˜o lineares ate´ a` segunda
ordem em α [12] mostra que a expressa˜o (3.1) na˜o e´ exacta. Contudo, apesar de
na˜o ser exacta, esta expressa˜o foi u´til ao mostrar que os modos r poderiam induzir
rotac¸a˜o diferencial.
A existeˆncia de outro tipo de rotac¸a˜o diferencial associada ao modo r foi posteri-
ormente demonstrada por Levin e Ushomirsky [11] num modelo muito simplificado,
em que a estrela era representada por uma camada esfe´rica de espessura infinitesimal
de fluido incompress´ıvel. Neste caso, as soluc¸o˜es exactas do tipo modo r das equac¸o˜es
da hidrodinaˆmica na˜o lineares sa˜o conhecidas e encontram-se descritas na literatura
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geof´ısica [16], na˜o comportando rotac¸a˜o diferencial. Neste modelo, a rotac¸a˜o dife-
rencial so´ surge na soluc¸a˜o das equac¸o˜es da hidrodinaˆmica quando e´ introduzida a
forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional. As equac¸o˜es da hidrodinaˆmica deixam,
enta˜o, de ter uma soluc¸a˜o exacta, pelo que Levin e Ushomirsky procuraram uma
soluc¸a˜o ate´ a` segunda ordem em α. Esta soluc¸a˜o e´ composta por dois termos, um
termo associado ao abrandamento da estrela e outro termo que representa rotac¸a˜o
diferencial.
Levin e Ushomirsky [11] demonstraram a existeˆncia de rotac¸a˜o diferencial asso-
ciada aos modos r em camadas esfe´ricas de espessura infinitesimal. Esta rotac¸a˜o
diferencial aparece como uma consequeˆncia da introduc¸a˜o da forc¸a de reacc¸a˜o da ra-
diac¸a˜o gravitacional nas equac¸o˜es da hidrodinaˆmica, na˜o sendo puramente cinema´tica
como no caso de Rezzolla et al. [13]. Com base nos seus estudos sobre camadas
esfe´ricas, Levin e Ushomirsky conjecturaram que, em treˆs dimenso˜es, tambe´m exis-
tiria rotac¸a˜o diferencial induzida pela forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional.
Pore´m, esta conjectura ainda na˜o foi confirmada, apesar dos esforc¸os desenvolvidos
nesse sentido [17].
3.3 Expressa˜o exacta para a rotac¸a˜o diferencial
Sa´ [12] investigou os modos r no aˆmbito da teoria na˜o linear ate´ a` segunda ordem
na amplitude do modo, α, no caso de uma estrela newtoniana de fluido perfeito
barotro´pico com velocidade angular Ω ¿ ΩK , onde ΩK e´ a velocidade angular
de Kepler. Encontrou uma extensa˜o na˜o linear do modo r que representa rotac¸a˜o
diferencial. Nesta secc¸a˜o, descrevemos em detalhe esta soluc¸a˜o, a qual sera´ usada,
no pro´ximo cap´ıtulo, para estudar a evoluc¸a˜o na˜o linear da instabilidade do modo r.
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As grandezas de segunda ordem sa˜o obtidas expandindo simultaneamente em
poteˆncias de α e de Ω. De modo a negligenciar de forma consistente os termos de
ordem superior que surgem numa expansa˜o em Ω, assumiremos neste cap´ıtulo que
αÀ (Ω/ΩK)2. A investigac¸a˜o dos modos r ate´ segunda ordem em Ω, negligenciando
os termos de ordem superior que surgem numa expansa˜o em α, foi realizada na
Ref. [18] (usando o formalismo de Saio [19]) e na Ref. [20] (usando o formalismo dos
dois potenciais [21]).
As equac¸o˜es na˜o lineares sa˜o obtidas a partir das equac¸o˜es da hidrodinaˆmica
Eqs. (2.2)–(2.4) considerando que ~v = ~v0 + δ
(1)~v + δ(2)~v, onde ~v0 = Ωr sin θ~eφ e´ a
velocidade da estrela na˜o perturbada, δ(1)~v representa a perturbac¸a˜o euleriana de
primeira ordem da velocidade e δ(2)~v e´ a perturbac¸a˜o euleriana de segunda ordem
da velocidade. Da mesma maneira, considera-se que ρ = ρ0 + δ
(1)ρ + δ(2)ρ, p =
p0 + δ
(1)p + δ(2)p e Φ = Φ0 + δ
(1)Φ + δ(2)Φ, onde p0, ρ0 e Φ0 dependem apenas de
r. As grandezas δ(1)q e δ(2)q sa˜o proporcionais a α e α2, respectivamente, onde α
e´ a amplitude adimensional da perturbac¸a˜o. Assim, a evoluc¸a˜o de uma pequena
perturbac¸a˜o do estado de equil´ıbrio e´ descrita pelas equac¸o˜es na˜o lineares de Euler,
da continuidade e de Poisson para o campo gravitacional, que no referencial inercial
sa˜o dadas por [12]
∂tδ
(2)vi + δ
(2)vk∇kv0i + vk0∇kδ(2)vi + δ(1)vk∇kδ(1)vi = −∇iδ(2)U
+
δ(1)ρ
ρ0
∇i
(
δ(1)p
ρ0
)
,(3.2)
∂tδ
(2)ρ+ vi0∇iδ(2)ρ+∇i(ρ0δ(2)vi) +∇i(δ(1)ρδ(1)vi) = 0, (3.3)
∇i∇iδ(2)Φ = 4piGδ(2)ρ, (3.4)
onde δ(2)U ≡ δ(2)p/ρ0 + δ(2)Φ. Nas equac¸o˜es anteriores distinguimos as compo-
nentes covariantes das contravariantes. Assumindo que α À (Ω/ΩK)2, negligencia-
-se, enta˜o, termos em δ(2)vi proporcionais a αΩ3 (aparecendo numa expansa˜o em
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poteˆncias da velocidade angular da estrela) relativamente a termos proporcionais
a α2Ω (aparencendo numa expansa˜o em poteˆncias da amplitude do modo). Pelo
mesmo motivo, negligencia-se em δ(2)ρ, δ(2)p e δ(2)Φ os termos proporcionais a αΩ4.
Da mesma maneira, o u´ltimo termo da Eq. (3.2), sendo de ordem α2Ω4, e´ negligen-
ciado. Com estas simplificac¸o˜es, a equac¸a˜o (3.2) admite a soluc¸a˜o [12]
δ(2)vr = 0, (3.5)
δ(2)vθ = 0, (3.6)
δ(2)vφ =
1
2
α2ΩC2` `
2(`2 − 1)
( r
R
)2`−2
sin2`−4 θ + α2ΩArN−1 sinN−1 θ, (3.7)
δ(2)U = −1
4
α2Ω2C2` `R
2
( r
R
)2`
sin2`−2 θ
(
sin2 θ − 2`2)
+
2α2Ω2A
N + 1
rN+1 sinN+1 θ, (3.8)
onde A e N sa˜o constantes arbitra´rias fixadas pelas condic¸o˜es iniciais, ω = −Ω` +
2Ω/(` + 1) e´ a frequeˆncia angular do modo no referencial inercial, R e´ o raio da
estrela na˜o perturbada e C` = (2` − 1)!!
√
(2`+ 1)/[2pi(2`)!`(`+ 1)]. Esta soluc¸a˜o
satisfaz tambe´m a Eq. (3.3), que em ordem mais baixa em Ω fica simplesmente
∇i(ρ0δ(2)vi) = 0. A separac¸a˜o de δ(2)p e δ(2)Φ na Eq. (3.8) e´ feita usando a Eq. (3.4)
e as condic¸o˜es fronteira para o potencial gravitacional na superf´ıcie da estrela e no
infinito.
A soluc¸a˜o (3.5)–(3.8) e´ apenas uma parte da soluc¸a˜o, a parte independente do
tempo e axissime´trica. Na realidade, o termo δ(1)vk∇kδ(1)vi na Eq. (3.2) induz
tambe´m uma soluc¸a˜o proporcional a cos[2(`φ+ωt)], que corresponde a uma oscilac¸a˜o
com frequeˆncia igual a duas vezes a frequeˆncia do modo na teoria linear. Devido
ao seu cara´cter oscilato´rio, esta soluc¸a˜o na˜o traz contribuic¸a˜o ao momento angular
f´ısico da perturbac¸a˜o e na˜o esta´ relacionada com a rotac¸a˜o diferencial.
A soluc¸a˜o (3.5)–(3.8) representa uma extensa˜o na˜o linear da perturbac¸a˜o linear
do modo r, descrevendo rotac¸a˜o diferencial de cara´cter puramente cinema´tico que
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produz derivas em grande escala ao longo das latitudes estelares. Esta rotac¸a˜o dife-
rencial tem duas componentes: uma induzida pelo termo δ(1)vk∇kδ(1)vi e outra que
e´ um efeito puro de segunda ordem. Como uma das componentes esta´ estratificada
em cilindros e a outra na˜o, enta˜o na˜o se podem cancelar mutuamente. Assim, a
rotac¸a˜o diferencial e´ uma caracter´ıstica inevita´vel dos modos r na˜o lineares.
Comparando a expressa˜o (3.7) com a velocidade de deriva (3.1) encontrada por
Rezzolla et al. [5], verificamos que esta u´ltima e´ apenas uma aproximac¸a˜o.
Como vimos no cap´ıtulo 2, uma das caracter´ısticas dos modos r lineares e´ a con-
servac¸a˜o da vorticidade. Com a soluc¸a˜o (3.5)–(3.7), e´ poss´ıvel verificar que a vorti-
cidade na˜o se conserva em segunda ordem. Efectivamente, a variac¸a˜o lagrangiana
da vorticidade em segunda ordem e´ dada por [12]
qi ≡ ∆(2)ξ
(
²ijk∇jvk
)
= ∆
(2)
ξ ²
ijk∇jv0k + ²ijk∆(2)ξ ∇jvk +∆(1)ξ ²ijk∆(1)ξ ∇jvk. (3.9)
onde
∆
(2)
ξ ²
ijk = −²ijk∇mξ(2)m − ξ(1)n∇n
(
²ijk∇mξ(1)m
)
+²ijk∇m
(
ξ(1)n∇nξ(1)m
)
+ ²imn∇mξ(1)j∇nξ(1)k
+²mjn∇mξ(1)i∇nξ(1)k + ²mnk∇mξ(1)i∇nξ(1)j, (3.10)
∆
(2)
ξ ∇jvk = ∇j∆(2)ξ vk − vm0 ∇j∇kξ(2)m −
(
∂tξ
(1)m + vn0∇nξ(1)m
)∇j∇kξ(1)m (3.11)
e
∆
(2)
ξ vi = ∂tξ
(1)k∇iξ(1)k + vk0∇kξ(1)m∇iξ(1)m + ∂tξ(2)i + vk0
(
∇iξ(2)k +∇kξ(2)i
)
. (3.12)
Nas equac¸o˜es anteriores, ξ(1)i e ξ(2)i sa˜o, respectivamente, as componentes con-
travariantes do vector deslocamento lagrangiano em primeira ordem (dadas no cap´ı-
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tulo 2) e as componentes lagrangianas do vector deslocamento lagrangiano em se-
gunda ordem. Estas u´ltimas sa˜o determinadas pelas equac¸o˜es [12]
δ(2)vi = ∂tξ
(2)i + vk0∇kξ(2)i − ξ(2)k∇kvi0 − ξ(1)k∇kδ(1)vi, (3.13)
∇kξ(2)k = 1
2
∇kξ(1)m∇mξ(1)k, (3.14)
ξ(2)k∇kρ0 = −1
2
ξ(1)kξ(1)m∇k∇mρ0, (3.15)
que admitem, em ordem mais baixa em Ω, a seguinte soluc¸a˜o
ξ(2)r =
1
16
α2C2` `
2(`+ 1)2R
( r
R
)2`−1
sin2`−2 θ(sin2 θ − 2), (3.16)
ξ(2)θ =
1
16
α2C2` `
2(`+ 1)2R
( r
R
)2`−2
sin2`−3 θ cos θ(sin2 θ + 2`− 2), (3.17)
ξ(2)φ =
1
4
α2ΩC2` `
2(`+ 1)(2`− 1)
( r
R
)2`−2
sin2`−2 θ t
+α2ΩArN−1 sinN−1 θt+ C(r, θ), (3.18)
onde C e´ uma func¸a˜o arbitra´ria de r e de θ.
Usando ξ(1)i e ξ(2)i dadas, respectivamente, no cap´ıtulo 2 e pelas Eqs. (3.16)–
(3.18), obte´m-se para qi as seguintes expresso˜es [12]:
qr =
1
4
α2ΩC2` `
2(`+ 1)
( r
R
)2`−2
sin2`−4 θ cos θ
[
`(`+ 1) sin2 θ + 4(`− 1)2]
+α2ΩA(N + 1)rN−1 sinN−1 θ cos θ, (3.19)
qθ = −1
4
α2ΩC2` `
3(`+ 1)R−1
( r
R
)2`−3
sin2`−3 θ
[
(`+ 1) sin2 θ + 4(`− 1)]
−α2ΩA(N + 1)rN−2 sinN θ, (3.20)
qφ = 0. (3.21)
As expresso˜es (3.19)–(3.21) mostram que a variac¸a˜o lagrangiana da vorticidade
em segunda ordem e´ sempre diferente de zero qualquer que sejam os valores das cons-
tantes arbitra´rias A e N . Este resultado e´ uma consequeˆncia directa da existeˆncia
de rotac¸a˜o diferencial. E´ de notar que Levin e Ushomirsky [11], num modelo sim-
ples de estrela em camada esfe´rica de espessura infinitesimal, haviam mostrado que
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a variac¸a˜o lagrangiana da vorticidade na˜o era nula devido a` presenc¸a de rotac¸a˜o
diferencial.
A soluc¸a˜o (3.5)–(3.8) permite calcular exactamente o momento angular f´ısico do
modo r em segunda ordem em α, o qual e´ dado por:
δ(2)J =
∫
ρδ(2)vφdV. (3.22)
E´ de referir que a parte da soluc¸a˜o que corresponde a uma oscilac¸a˜o de frequeˆncia
dupla na˜o contribui para o momento angular f´ısico da perturbac¸a˜o. Substituindo,
enta˜o, δ(2)vφ na Eq. (3.22), obtemos [12]:
δ(2)J =
1
2
(`− 1)(2`+ 1)α2ΩR2−2`
∫ R
0
ρr2`+2dr
+2piα2ΩA
∫ R
0
ρrN+3dr
∫ pi
0
sinN+2 θdθ. (3.23)
Segundo Friedman e Schutz [22], o momento angular f´ısico pode ser decomposto
em duas partes: uma parte linear na variac¸a˜o lagrangiana em segunda ordem da ve-
locidade ∆
(2)
ξ vi e outra, chamada por eles momento angular cano´nico Jc, quadra´tica
no vector deslocamento lagrangiano de primeira ordem ξ(1)i, i.e. ,
δ(2)J =
1
Ω
∫
ρ0v
i
0∆
(2)
ξ vidV + Jc, (3.24)
onde
Jc = −
∫
ρ0∂φξ
(1)i
(
∂tξ
(1)
i + v
k
0∇kξ(1)i
)
dV (3.25)
e a variac¸a˜o lagrangiana em segunda ordem da velocidade, ∆
(2)
ξ vi, e´ dada pela
Eq. (3.12).
Ate´ se ter demonstrado que os modos r induziam rotac¸a˜o diferencial, conside-
rava-se que o primeiro termo do lado direito da Eq. (3.24) era nulo, pelo que o
momento angular f´ısico da perturbac¸a˜o era identificado com o momento angular
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cano´nico. Contudo, a presenc¸a de rotac¸a˜o diferencial faz com que o primeiro termo
da Eq. (3.24) seja, em geral, diferente de zero [12],
1
Ω
∫
ρ0v
i
0∆
(2)
ξ vidV =
1
4
(5`2 − `− 2)α2ΩR2−2`
∫ R
0
ρ0r
2l+2dr
+2piα2ΩA
∫ R
0
ρ0r
N+3dr
∫ pi
0
sinN+2 θdθ. (3.26)
Assim, o momento angular f´ısico do modo r difere do momento angular cano´nico.
Quando olhamos para a energia f´ısica do modo em segunda ordem, verificamos
que tambe´m esta e´ diferente da energia cano´nica dada pela Eq. (1.33). Efectiva-
mente, a energia f´ısica do modo r em segunda ordem em α e´ dada por [22]
δ(2)E =
∫
ρ0v
i
0∆
(2)
ξ vidV + Ec, (3.27)
onde, tal como no caso anterior, o integral de volume e´, em geral, diferente de zero.
Com as expresso˜es anal´ıticas exactas da velocidade e do deslocamento lagran-
giano do modo r em segunda ordem em α foi poss´ıvel obter as expresso˜es anal´ıticas
exactas para o momento angular f´ısico e a energia f´ısica do modo r. Na maior parte
dos trabalhos publicados ate´ enta˜o, nomeadamente no modelo fenomenolo´gico de
evoluc¸a˜o de Owen et al. [1], como a soluc¸a˜o anal´ıtica em segunda ordem em α do
modo r na˜o era conhecida, partia-se do princ´ıpio que o momento angular f´ısico e
a energia f´ısica do modo eram ideˆnticos ao momento angular cano´nico e a` energia
cano´nica, respectivamente. E´ de lembrar que para calcular as quantidades cano´nicas
apenas sa˜o necessa´rios os deslocamentos lagrangianos em primeira ordem. A igual-
dade das quantidades f´ısicas e cano´nicas foi, pela primeira vez, posta em causa por
Levin e Ushomirsky [11], com o modelo da camada esfe´rica de fluido. No aˆmbito
deste modelo, contudo, so´ se demonstrou que as quantidades f´ısicas e cano´nicas
sa˜o diferentes em duas dimenso˜es; para uma estrela em treˆs dimenso˜es, os autores
limitaram-se a conjecturar que estes resultados tambe´m se aplicariam. Pore´m, so´
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com a soluc¸a˜o exacta em segunda ordem em α foi poss´ıvel verificar esta afirmac¸a˜o.
Contudo, no modelo da camada esfe´rica, Levin e Ushomirsky encontraram um mo-
mento angular f´ısico nulo para o modo r, o que na˜o e´ o caso em treˆs dimenso˜es.
Os resultados acima descritos mostram que o modelo fenomenolo´gico proposto
por Owen et al. [1] analisa apenas uma situac¸a˜o muito particular e na˜o pode ser
considerado como representativo da evoluc¸a˜o dos modos r no caso geral. Para obter
um modelo de evoluc¸a˜o mais pro´ximo da realidade f´ısica, e´ essencial calcular o
momento angular f´ısico e a energia f´ısica do modo r tendo em conta a contribuic¸a˜o
da soluc¸a˜o de segunda ordem.
Visto que a diferenc¸a entre as quantidades cano´nicas e f´ısicas surge devido a`
existeˆncia de rotac¸a˜o diferencial, esta tem um papel preponderante na evoluc¸a˜o dos
modos r, em particular no que se refere a` saturac¸a˜o do modo. O nosso pro´ximo
cap´ıtulo e´ consagrado ao estudo detalhado da evoluc¸a˜o dos modos r tendo em conta
a rotac¸a˜o diferencial.
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4.1 Introduc¸a˜o
No cap´ıtulo anterior, apresenta´mos uma soluc¸a˜o dos modos r em segunda or-
dem na amplitude do modo no caso de uma estrela newtoniana de fluido perfeito
barotro´pico com velocidade angular Ω ¿ ΩK [1]. Como vimos, esta soluc¸a˜o e´ uma
extensa˜o na˜o linear da perturbac¸a˜o linear do modo r e descreve uma rotac¸a˜o diferen-
cial de origem puramente cinema´tica que produz derivas em grande escala ao longo
das latitudes estelares. Tambe´m verifica´mos que esta rotac¸a˜o diferencial e´ uma ca-
racter´ıstica inevita´vel dos modos r na˜o lineares. Entre os potenciais mecanismos de
saturac¸a˜o dos modos r de oscilac¸a˜o, a rotac¸a˜o diferencial e´ um dos mais promissores.
Neste cap´ıtulo, iremos estudar a evoluc¸a˜o dos modos r no aˆmbito da teoria na˜o li-
near aplicando a soluc¸a˜o encontrada por Sa´ [1] ao modelo fenomenolo´gico proposto
por Owen et al. [2].
O modelo de evoluc¸a˜o simples que escolhemos para aplicar aos modos r na˜o
lineares e´ aquele que descrevemos no cap´ıtulo 2 mas com duas alterac¸o˜es. Primeiro,
como ja´ menciona´mos, o momento angular f´ısico da perturbac¸a˜o do modo r na˜o e´
somente o momento angular cano´nico como sugerido por Owen et al. [2], mas sim o
momento angular f´ısico completo calculado por Sa´ [1]. Esta primeira alterac¸a˜o, como
veremos, traz diferenc¸as fundamentais com o modelo de Owen et al. [2] e abrange
todas as possibilidades de evoluc¸a˜o, na˜o se limitando apenas a um caso particular.
A segunda alterac¸a˜o, menos significativa, diz respeito a` deduc¸a˜o das equac¸o˜es de
evoluc¸a˜o da amplitude do modo, α, e da velocidade angular da estrela, Ω. Em vez
de seguir o me´todo de Owen et al. [2], em que se faz um balanc¸o da energia do
sistema, opta´mos por usar a proposta de Ho e Lai [3], que considera unicamente
variac¸o˜es do momento angular.
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No modelo de evoluc¸a˜o de estrelas de neutro˜es rece´m-nascidas que iremos usar,
assumiremos que, inicialmente, a velocidade angular da estrela e´ da ordem da ve-
locidade angular ma´xima poss´ıvel (Ω ≈ ΩK). Ale´m disso, apo´s algumas centenas de
segundos, verificaremos que a amplitude do modo cresce para valores que podera˜o
ser da ordem da unidade. Nestas condic¸o˜es extremas, para calcular o momento
angular f´ısico do modo r dev´ıamos usar, em rigor, soluc¸o˜es do tipo modo r das
equac¸o˜es da hidrodinaˆmica va´lidas para valores de Ω e α arbitra´rios. Contudo, tais
soluc¸o˜es anal´ıticas na˜o sa˜o conhecidas, pelo que usaremos as soluc¸o˜es de primeira
e segunda ordem, derivadas nos cap´ıtulos 2 e 3, as quais sa˜o estritamente va´lidas
para Ω ¿ ΩK , α ¿ 1 e, no caso de segunda ordem, para α À (Ω/ΩK)2. Estudos
nume´ricos mostram, no entanto, que a evoluc¸a˜o dos modos r em estrelas de neutro˜es
com velocidade de rotac¸a˜o elevada na˜o difere significativamente da evoluc¸a˜o em es-
trelas lentas [4], pelo que os nossos resultados sera˜o va´lidos numa boa aproximac¸a˜o.
Antes de desenvolvermos o modelo de evoluc¸a˜o, vamos primeiro definir o mo-
mento angular f´ısico do modo r.
4.2 Momento angular f´ısico do modo r
No cap´ıtulo anterior, mostra´mos que, de maneira geral, o momento angular f´ısico
do modo r e´ diferente do momento angular cano´nico.
O momento angular cano´nico do modo r, que depende apenas das componentes
do vector deslocamento lagrangiano em primeira ordem, ξ(1)i, definidas no cap´ıtulo
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2, e´ dado por
Jc = −
∫
ρ0∂φξ
(1)i
(
∂tξ
(1)
i + v
k
0∇kξ(1)i
)
dV
= −1
4
α2Ω`(`+ 1)R2−2`
∫ R
0
ρ0r
2`+2dr. (4.1)
No entanto, o momento angular cano´nico Jc na˜o e´ o momento angular f´ısico total
em segunda ordem δ(2)J , a diferenc¸a sendo dada por [5]
δ(2)J − Jc = 1
Ω
∫
ρ0v
i
0∆
(2)
ξ vidV, (4.2)
onde ∆
(2)
ξ vi e´ a variac¸a˜o lagrangiana em segunda ordem da velocidade, definida na
Eq. (3.12). O integral da Eq. (4.2) conte´m termos lineares no vector deslocamento
lagrangiano em segunda ordem, ξ(2)i, ale´m dos termos quadra´ticos em ξ(1)i. Este
integral esta´ relacionado com a conservac¸a˜o da vorticidade [5]. Visto que em segunda
ordem na amplitude do modo r a vorticidade na˜o e´ conservada [1], o integral da
Eq. (4.2) e´, em geral, diferente de zero. Efectivamente, usando as equac¸o˜es para
ξ(2)i, deduzidas no cap´ıtulo anterior, obtemos:
1
Ω
∫
ρ0v
i
0∆
(2)
ξ vidV =
1
4
(5`2 − `− 2)α2ΩR2−2`
∫ R
0
ρ0r
2l+2dr
+2piα2ΩA
∫ R
0
ρ0r
N+3dr
∫ pi
0
sinN+2 θdθ. (4.3)
Das expresso˜es anteriores, conclu´ımos que o momento angular f´ısico do modo r e´
dado por:
δ(2)J =
1
2
(`− 1)(2`+ 1)α2ΩR2−2`
∫ R
0
ρ0r
2`+2dr
+2piα2ΩA
∫ R
0
ρ0r
N+3dr
∫ pi
0
sinN+2 θdθ. (4.4)
Nesta tese, vamos considerar que N = 2`− 1 e redefinir a constante A como
A =
1
2
C2` `
2(`+ 1)R2−2`K, (4.5)
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pelo que o momento angular f´ısico em segunda ordem pode ser escrito como [6]:
δ(2)J =
1
2
α2Ω[2K`+ (`− 1)(2`+ 1)]R2−2`
∫ R
0
ρ0r
2`+2dr. (4.6)
Existe um valor particular para a constante K para o qual o momento angular
f´ısico do modo r e´ igual ao momento angular cano´nico, K = (−5`2+ `+2)/4`. Este
caso particular (para ` = 2), corresponde ao caso estudado em detalhe por Owen et
al. [2] no aˆmbito do seu modelo fenomenolo´gico de evoluc¸a˜o para o modo r. Pore´m,
a nosso ver, na˜o existe nenhuma raza˜o f´ısica para a escolha deste valor espec´ıfico
para a constante K. Opta´mos, portanto, por estudar a evoluc¸a˜o da instabilidade do
modo r para valores arbitra´rios de K.
4.3 Modelo de evoluc¸a˜o
Depois de ter definido o momento angular f´ısico do modo r, podemos, agora,
apresentar o nosso modelo de evoluc¸a˜o. Como o modo ` = 2 e´ o modo mais insta´vel,
vamos considerar, no nosso modelo de evoluc¸a˜o, apenas este valor de `. O momento
angular f´ısico do modo r, dado pela Eq. (4.6) fica enta˜o [6]
δ(2)J =
1
2
α2Ω(4K + 5)
1
R2
∫ R
0
ρ0r
6dr
=
1
2
α2Ω(4K + 5)J˜MR2, (4.7)
onde J˜ = 1/(MR4)
∫ R
0
ρ0r
6dr. No nosso modelo, o momento angular total da estrela
e´ dado por
J(α,Ω) = IΩ + δ(2)J(α,Ω), (4.8)
onde I e´ o momento de ine´rcia da estrela em equil´ıbrio
I =
8pi
3
∫ R
0
ρ0r
4dr = I˜MR2, (4.9)
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com I˜ = (8pi)/(3MR2)
∫ R
0
ρ0r
4dr. Nas Eqs. (4.7) e (4.9), M e R sa˜o, respectiva-
mente, a massa e o raio da estrela, para os quais escolhemos os valores M = 1.4M¯
e R = 12.53 km.
Usando as Eqs. (4.7) e (4.9), podemos expressar o momento angular total da
estrela como
J =
[
I˜ +
(
2K +
5
2
)
J˜α2
]
ΩMR2. (4.10)
Os valores das constantes I˜ e J˜ dependem da equac¸a˜o de estado escolhida para
a estrela. No nosso caso, vamos considerar para a estrela na˜o perturbada a equac¸a˜o
de estado politro´pica p0(r) = kρ
2
0(r), para a qual a soluc¸a˜o de Lane-Emden e´ bem
conhecida [7]:
ρ0(r) = ρcθ(r), (4.11)
onde ρc = piM/(4R
3) e´ a densidade no centro da estrela e a varia´vel adimensional
θ(r) e´ dada por θ = (pir/R)−1 sin(pir/R).
Usando a soluc¸a˜o de Lane-Emden, podemos calcular facilmente as constantes I˜
e J˜ :
I˜ =
2
3pi3
∫ pi
0
ξ3 sin ξdξ = 0.261, (4.12)
J˜ =
1
4pi6
∫ pi
0
ξ5 sin ξdξ = 1.635× 10−2. (4.13)
O momento angular total da estrela J , dado pela Eq. (4.10), decresce, devido a`
emissa˜o de radiac¸a˜o gravitacional, como [2]
dJ
dt
= − c
3
16piG
(
4Ω
3
)5
S222, (4.14)
onde o momento multipolar de corrente e´ [8]
S22 =
32
√
2pi
15
GM
c5
αΩR3J˜ . (4.15)
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Substituindo o momento multipolar na expressa˜o (4.14), obtemos
dJ
dt
= − 2
17pi
37 × 52
GM2R6
c7
α2Ω7J˜2. (4.16)
Mas a escala temporal de variac¸a˜o dos efeitos da radiac¸a˜o gravitacional τGR, dada
pela Eq. (2.33), fica, para ` = 2,
1
τGR
= − 2
17pi
38 × 52
GMR4
c7
Ω6J˜ . (4.17)
pelo que a Eq. (4.16) pode ser escrita como
dJ
dt
= 3J˜MR2
α2Ω
τGR
. (4.18)
A escala temporal τGR pode ser reexpressa na forma
1
τGR
=
1
τ˜GR
(
Ω√
piGρ¯
)6
, (4.19)
onde ρ¯ e´ a densidade me´dia da estrela e, para o modelo politro´pico considerado,
τ˜GR = −3
5 × 52
211pi
c7R5
G4M4J˜
= −3.26 s. (4.20)
Introduzindo na expressa˜o (4.18) o momento angular total da estrela, dado pela
Eq. (4.10), obtemos uma equac¸a˜o diferencial para a evoluc¸a˜o temporal de α e Ω:[
1 +
1
3
(4K + 5)Qα2
]
dΩ
dt
+
2
3
(4K + 5)QΩα
dα
dt
= 2Q
Ωα2
τGR
, (4.21)
onde introduzimos a notac¸a˜o Q ≡ 3J˜/(2I˜) = 0.094.
Precisamos agora encontrar outra equac¸a˜o diferencial de forma a poder deter-
minar a evoluc¸a˜o temporal da amplitude do modo r, α, e da velocidade angular da
estrela, Ω. Como ja´ foi referido anteriormente, as equac¸o˜es de evoluc¸a˜o sa˜o deduzi-
das no aˆmbito do nosso modelo, considerando apenas variac¸o˜es do momento angular,
de acordo com a proposta de Ho e Lai [3]. Efectivamente, Ho e Lai mostraram que
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o me´todo de Owen et al. [2], para a obtenc¸a˜o das equac¸o˜es diferenciais de evoluc¸a˜o
temporal de α e Ω, na˜o e´ adequado quando a amplitude do modo e a velocidade
angular da estrela variam simultaneamente. Para demonstrar esta afirmac¸a˜o, os au-
tores consideraram uma situac¸a˜o hipote´tica, onde na˜o ha´ viscosidade nem rotac¸a˜o
gravitacional mas existe uma forc¸a externa como, por exemplo, uma forc¸a elec-
tromagne´tica que abranda o movimento da estrela de forma gradual. Numa tal
situac¸a˜o, uma oscilac¸a˜o do tipo do modo r e´ amplificada por um factor α ∝ Ω−1/2
[3]. Por outro lado, se considerarmos a equac¸a˜o de balanc¸o energe´tico adoptada por
Owen et al. [2],
dEc
dt
= −2Ec
(
1
τGR
+
1
τV
)
, (4.22)
onde Ec = J˜MR
2Ω2α2/2, no caso em que τ−1GR = τ
−1
V = 0, ter´ıamos α ∝ Ω−1, em
contradic¸a˜o com o resultado obtido por Ho e Lai.
Assumimos, enta˜o, que o momento angular f´ısico do modo r, δ(2)J , aumenta
devido a` emissa˜o de radiac¸a˜o gravitacional e diminui devido ao efeito dissipativo da
viscosidade,
dδ(2)J
dt
= −2δ(2)J
(
1
τGR
+
1
τV
)
. (4.23)
Para a escala temporal da viscosidade, τV , usamos as Eqs. (2.37) e (2.38) defini-
das no cap´ıtulo 2 para uma estrela rece´m-nascida, quente, com rotac¸a˜o ra´pida,
considerando apenas as viscosidades de volume e de cisalhamento,
1
τV
=
1
τ˜S
(
109 K
T
)2
+
1
τ˜B
(
T
109 K
)6(
Ω√
piGρ¯
)2
, (4.24)
onde T e´ a temperatura da estrela e as escalas temporais τ˜S e τ˜B sa˜o dadas, respec-
tivamente, por τ˜S = 2.52× 108 s [9] e τ˜B = 2.01× 1011 s [10].
Substituindo o momento angular f´ısico do modo r, dado pela Eq. (4.7), na
Eq. (4.23), obte´m-se uma segunda equac¸a˜o diferencial para a evoluc¸a˜o temporal
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de α e Ω:
2Ω
dα
dt
+ α
dΩ
dt
= −2αΩ
(
1
τGR
+
1
τV
)
. (4.25)
A partir das Eqs. (4.21) e (4.25), obte´m-se facilmente um sistema de duas equac¸o˜es
diferenciais de primeira ordem, acopladas, na˜o lineares, que determinam a evoluc¸a˜o
temporal da amplitude do modo r, α(t), e da velocidade angular da estrela, Ω(t) [6]:
dΩ
dt
=
8
3
(K + 2)Q
Ωα2
τGR
+
2
3
(4K + 5)Q
Ωα2
τV
, (4.26)
dα
dt
= −
[
1 +
4
3
(K + 2)Qα2
]
α
τGR
−
[
1 +
1
3
(4K + 5)Qα2
]
α
τV
. (4.27)
E´ a partir destas equac¸o˜es que vamos estudar a evoluc¸a˜o da instabilidade do
modo r em func¸a˜o do paraˆmetro K. E´ importante notar que, para o caso particular
K = −2, as Eqs. (4.26) e (4.27) coincidem com as equac¸o˜es encontradas por Ho e
Lai [3] (quando se negligencia o efeito do campo magne´tico) e com as equac¸o˜es de
Owen et al. [2] a menos de termos de ordem Qα2.
4.4 Evoluc¸a˜o na˜o linear do modo r: soluc¸a˜o anal´ı-
tica
Como vimos no cap´ıtulo 2, a condic¸a˜o τ−1GR(Ω)+ τ
−1
V (Ω, T ) = 0 define a curva de
instabilidade, isto e´, o conjunto de pontos no diagrama (Ω, T ) para o qual o efeito da
viscosidade e´ exactamente compensado pelo efeito da radiac¸a˜o gravitacional. Para
uma estrela de neutro˜es rece´m-formada, quente e com rotac¸a˜o ra´pida, existe um
intervalo de temperaturas e velocidades angulares da estrela para o qual a escala
temporal da radiac¸a˜o gravitacional τGR e´ muito menor do que a escala temporal
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da viscosidade τV . Assim, neste intervalo, a evoluc¸a˜o da amplitude do modo r e da
velocidade angular da estrela e´ determinada, numa boa aproximac¸a˜o, pelas equac¸o˜es
dΩ
dt
=
8
3
(K + 2)Q
Ωα2
τGR
, (4.28)
dα
dt
= −
[
1 +
4
3
(K + 2)Qα2
]
α
τGR
. (4.29)
Estas equac¸o˜es podem ser consideradas como uma boa aproximac¸a˜o das Eqs. (4.26)
e (4.27) para um per´ıodo de tempo durante o qual a temperatura e a velocidade
angular da estrela sa˜o tais que o ponto correspondente, num diagrama (Ω, T ), fique
acima da curva de instabilidade. Para o nosso modelo, este per´ıodo de tempo varia
entre aproximadamente um e treˆs meses, como veremos na secc¸a˜o 4.5.
Para resolver o sistema de equac¸o˜es diferenciais (4.28) e (4.29), temos que definir
as condic¸o˜es iniciais. Em t = t0, as condic¸o˜es iniciais devem ser tais que δ
(2)J(t0)¿
IΩ(t0), i.e., inicialmente, o momento angular f´ısico da perturbac¸a˜o deve ser muito
inferior ao momento inercial da estrela na˜o perturbada. Para uma amplitude inicial
α0 ≡ α(t0) = 10−6, a condic¸a˜o δ(2)J(t0) ¿ IΩ(t0) impo˜e um limite para |K|,
nomeadamente, |K| ¿ 1013. Para K < −5/4, o momento angular f´ısico do modo r,
dado pela Eq. (4.7), e´ negativo, δ(2)J < 0. Isto implica que a` medida que a amplitude
do modo cresce devido a` instabilidade da radiac¸a˜o gravitacional, o momento angular
total da estrela, dado pela Eq. (4.8), decresce ate´ se tornar negativo. Para evitar
esta situac¸a˜o, que na˜o e´ fisicamente via´vel, o crescimento da amplitude do modo tem
de ser parado a` ma˜o num valor de saturac¸a˜o αsat ≤
√−3/[(4K + 5)Q], valor para
o qual o momento angular da estrela e´ nulo ou positivo. Esta situac¸a˜o ocorre no
caso estudado por Owen et al. [2]. No caso K ≥ −5/4, o momento angular f´ısico do
modo r e´ positivo, pelo que, a` medida que a amplitude do modo cresce, o momento
angular mante´m-se sempre positivo. Assim, na˜o e´ necessa´rio saturar a amplitude
do modo r a` ma˜o; como veremos, tal saturac¸a˜o ocorre naturalmente.
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No que se segue, iremos considerar separadamente os casos K ≥ −5/4 e K <
−5/4.
4.4.1 K ≥ −5/4
No casoK ≥ −5/4, a amplitude do modo, α(t), e a velocidade angular da estrela,
Ω(t), sa˜o determinadas pelo sistema de Eqs. (4.28) e (4.29). A partir deste sistema,
eliminando τGR, e´ fa´cil obter a equac¸a˜o diferencial
dΩ
Ω
= −
8
3
(K + 2)Qα
1 + 4
3
(K + 2)Qα2
dα, (4.30)
que admite a soluc¸a˜o [6]
Ω
Ω0
=
1 + 4
3
(K + 2)Qα20
1 + 4
3
(K + 2)Qα2
, (4.31)
onde Ω0 ≡ Ω(t0) e α0 ≡ α(t0) sa˜o, respectivamente, a velocidade angular inicial da
estrela e a amplitude inicial do modo r. Esta u´ltima expressa˜o permite-nos eliminar
Ω da Eq. (4.29), obtendo
dα
dt
= − 1
τ˜GR
(
Ω0√
piGρ¯
)6 [
1 +
4
3
(K + 2)Qα20
]6
α[
1 + 4
3
(K + 2)Qα2
]5 . (4.32)
A equac¸a˜o diferencial (4.32) admite a soluc¸a˜o [6]
− 1
τ˜GR
(
Ω0√
piGρ¯
)6 [
1 +
4
3
(K + 2)Qα20
]6
(t− t0)
= ln
α
α0
+
5∑
n=1
5!
2n(5− n)!n!
[
4
3
(K + 2)Q
]n (
α2n − α2n0
)
. (4.33)
Visto na˜o ser poss´ıvel resolver esta u´ltima equac¸a˜o explicitamente em ordem a
α, vamos analisar o seu comportamento para valores limites de t.
Nos primeiros instantes da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, o lado direito
da Eq. (4.33) e´ dominado pelo primeiro termo, pelo que α cresce exponencialmente
α(t) ' α0 exp
{
0.027
(
Ω0
ΩK
)6
(t− t0)
}
, (4.34)
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onde ΩK = (2/3)
√
piGρ¯ = 5612 s−1 e´ a velocidade angular de Kepler, acima da qual
a estrela comec¸a a perder massa pelo equador. No entanto, a` medida que o tempo
passa, no lado direito da Eq. (4.33), o u´ltimo termo (n = 5) torna-se cada vez mais
importante e, para tÀ t0, α passa a crescer muito lentamente como
α(t) ' 2.48
(
Ω0
ΩK
)3/5
(t− t0)1/10 1√
K + 2
. (4.35)
Nas Eqs. (4.34) e (4.35), t− t0 e´ dado em segundos e assumimos que a constante K
e a amplitude inicial do modo α0 sa˜o tais que 4(K + 2)Qα
2
0/3¿ 1.
A transic¸a˜o entre os dois regimes (4.34) e (4.35) faz-se de forma suave e acontece
algumas centenas de segundos depois da instabilidade se tornar activa. O momento
em que ocorre esta transic¸a˜o pode ser definido de maneira mais precisa, introduzindo
um tempo de transic¸a˜o ta. Este tempo corresponde ao momento, determinado pela
condic¸a˜o d2α/dt2(ta) = 0, em que a amplitude do modo passa de um crescimento
exponencial para um crescimento mais lento do tipo tn. Usando as Eqs. (4.19), (4.28)
e (4.29), da condic¸a˜o anterior obtemos α(ta) = [12(K + 2)Q]
−1/2. Inserindo α(ta)
na Eq. (4.33), assumindo que Ω0 = ΩK e tendo em conta que 4(K + 2)Qα
2
0/3 ¿ 1
e α0 ¿ α(ta), obte´m-se
ta ≈ t0 + [521.0− 18.5 ln(K + 2)] s. (4.36)
A Eq. (4.33) descreve a evoluc¸a˜o temporal da amplitude do modo r a partir do
momento em que a instabilidade se torna activa ate´ ao momento em que os efeitos da
viscosidade passam a dominar, levando a` diminuic¸a˜o da amplitude do modo. Esta
equac¸a˜o mostra que a saturac¸a˜o do modo r acontece algumas centenas de segundos
depois do in´ıcio do crescimento exponencial de α. Assim, no aˆmbito do nosso modelo
de evoluc¸a˜o, que inclui os efeitos na˜o lineares da rotac¸a˜o diferencial induzida pelos
modos r, a amplitude do modo satura de forma natural (ver Fig. 4.1).
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Figura 4.1: Evoluc¸a˜o da amplitude do modo r, α, em func¸a˜o do tempo, para di-
ferentes valores de K. O valor de saturac¸a˜o da amplitude do modo depende, de
forma crucial, do valor do paraˆmetro K, que esta´ relacionado com a quantidade de
rotac¸a˜o diferencial inicial associada ao modo r. Os valores iniciais da amplitude do
modo e da velocidade angular da estrela sa˜o, respectivamente, α0 = 10
−6 e Ω0 = ΩK .
O valor de saturac¸a˜o da amplitude do modo r depende de forma crucial do paraˆ-
metroK, αsat ∝ (K+2)−1/2. A quantidade inicial de rotac¸a˜o diferencial associada ao
modo r pode ser minimizada se K for escolhido de maneira apropriada, nomeada-
mente, K ' 0, levando a amplitude do modo a saturar em valores pro´ximos da
unidade. Neste caso, como vimos no cap´ıtulo 2, existem outros efeitos na˜o lineares
como, por exemplo, a interacc¸a˜o modo-modo que induz uma saturac¸a˜o do modo em
valores muito inferiores a` unidade [11]. Contudo, se a quantidade inicial de rotac¸a˜o
diferencial associada aos modos r for significativa, enta˜o a amplitude de saturac¸a˜o e´
pequena. Por exemplo, se K ≈ 106, enta˜o αsat ' 10−2− 10−3. Neste caso, a rotac¸a˜o
diferencial tem um papel muito importante na saturac¸a˜o dos modos r.
Analisemos, agora, a evoluc¸a˜o temporal da velocidade angular da estrela, Ω.
Usando a Eq. (4.31) para eliminar α da Eq. (4.28), obtemos a seguinte equac¸a˜o
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diferencial,
dΩ
dt
= −2Ω0
τ˜GR
(
Ω√
piGρ¯
)6 [
1 +
4
3
(K + 2)Qα20 −
Ω
Ω0
]
, (4.37)
a qual admite a seguinte soluc¸a˜o [6]
− 2
τ˜GR
(
Ω0√
piGρ¯
)6 [
1 +
4
3
(K + 2)Qα20
]6
(t− t0) = ln Ω0
Ω
+
5∑
n=1
[
1 + 4
3
(K + 2)Qα20
]n
n
[(
Ω0
Ω
)n
− 1
]
+ ln
1 + 4
3
(K + 2)Qα20 − ΩΩ0
4
3
(K + 2)Qα20
. (4.38)
Visto na˜o ser poss´ıvel resolver esta equac¸a˜o explicitamente em ordem a Ω, vamos,
enta˜o, proceder da mesma maneira que para a evoluc¸a˜o temporal de α, isto e´, vamos
analisar o comportamento da Eq. (4.38) para os valores limites de t.
Nos primeiros instantes da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, o lado direito
da Eq. (4.38) e´ dominado pelo u´ltimo termo e Ω decresce como
Ω(t)
Ω0
' 1− 4
3
(K + 2)Qα20 exp
{
0.054
(
Ω0
ΩK
)6
(t− t0)
}
. (4.39)
Mais tarde, o lado direito da Eq. (4.38) passa a ser dominado pelo segundo termo
(n = 5) e Ω passa, enta˜o, a decrescer lentamente como
Ω(t)
Ω0
' 1.30
(
Ω0
ΩK
)−6/5
(t− t0)−1/5. (4.40)
Analisando a Eq. (4.39), notamos que inicialmente Ω decresce muito lentamen-
te, mantendo-se praticamente constante, como no modelo de Owen et al. [2]. A
transic¸a˜o suave entre os regimes (4.39) e (4.40) ocorre algumas centenas de segun-
dos depois da instabilidade se tornar activa (ver Fig. 4.2), tal como foi o caso para
α.
E´ de salientar que, de acordo com a Eq. (4.40), a velocidade angular na˜o depende
do valor do paraˆmetro K durante a segunda fase da evoluc¸a˜o e, consequentemente,
tambe´m na˜o depende do valor da amplitude de saturac¸a˜o do modo αsat. Como
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Figura 4.2: Evoluc¸a˜o da velocidade angular da estrela, Ω, em func¸a˜o do tempo,
para diferentes valores de K. Depois de algumas centenas de segundos, o valor da
velocidade angular torna-se praticamente insens´ıvel ao valor deK. Os valores iniciais
da amplitude do modo e da velocidade angular da estrela sa˜o, respectivamente,
α0 = 10
−6 e Ω0 = ΩK .
podemos ver na Fig. 4.2, ja´ em t − t0 = 1000 s, para valores de K variando entre
0 e 108, as velocidades angulares na˜o diferem muito; ao fim de alguns meses, as
diferenc¸as entre as velocidades angulares correspondendo a cada valor de K sa˜o
negligencia´veis. Este resultado difere daquele obtido por Owen et al. [2], onde o
valor da velocidade angular final da estrela dependia, de maneira cr´ıtica, da escolha
do valor de αsat (ver Fig. 2.3 do cap´ıtulo 2).
Depois de alguns meses de evoluc¸a˜o, quando os efeitos dissipativos da viscosidade
passam a dominar e comec¸am a abrandar o crescimento do modo r, a velocidade
angular da estrela atinge valores consistentes com os resultados observacionais. De
facto, assumindo que a estrela gira inicialmente com a velocidade angular ma´xima
permitida, Ω0 = ΩK , obtemos da Eq. (4.40) que Ω(t=2 meses) ' 0.06ΩK . Este
u´ltimo valor esta´ de acordo com os valores das velocidades angulares iniciais inferidos
para os pulsares mais ra´pidos associados a remanescentes de supernovas.
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E´ importante lembrar aqui que a Eq. (4.40) e´ o resultado de uma aproximac¸a˜o,
pois na resoluc¸a˜o das equac¸o˜es que determinam a evoluc¸a˜o de α e Ω os termos da
viscosidade foram negligenciados. Na realidade, como veremos na pro´xima secc¸a˜o
com a resoluc¸a˜o nume´rica das Eqs. (4.26) e (4.27), em que os termos de viscosidade
na˜o sa˜o negligenciados, a velocidade angular da estrela ao fim de alguns meses de
evoluc¸a˜o depende muito ligeiramente do valor de K.
Os gra´ficos relativos a` evoluc¸a˜o da amplitude do modo r e da velocidade angular
da estrela em func¸a˜o do tempo (Figs. 4.1 e 4.2) mostram, nitidamente, as duas fases
na evoluc¸a˜o. Como a transic¸a˜o entre as duas fases de evoluc¸a˜o acontece ao fim de
algumas centenas de segundos, dependendo do valor de K, opta´mos por representar
a evoluc¸a˜o durante os primeiros 1000 s da instabilidade e para va´rios valores do
paraˆmetro K. As Figs. 4.1 e 4.2 podem ser comparadas com as Figs. 2.2 e 2.3
do cap´ıtulo 2, respectivamente, que ilustram os resultados de Owen et al. [2]. No
trabalho de Owen et al. [2], o valor da amplitude de saturac¸a˜o do modo r foi escolhido
de maneira arbitra´ria, enquanto no nosso caso, a saturac¸a˜o ocorre de forma natural.
Assim, a inclusa˜o de rotac¸a˜o diferencial associada ao modo r elimina a arbitrariedade
na escolha de αsat. Notamos ainda que, enquanto no trabalho de Owen et al. [2] o
valor da velocidade angular final da estrela depende fortemente do valor arbitra´rio
da amplitude de saturac¸a˜o do modo r, no nosso caso, o valor da velocidade angular
final da estrela e´ praticamente independente de αsat.
Durante a evoluc¸a˜o na˜o linear do modo r, o fluido desenvolve uma forte rotac¸a˜o
diferencial. Para quantificar esta rotac¸a˜o diferencial, definimos uma rotac¸a˜o dife-
rencial me´dia como a variaˆncia ponderada da velocidade angular Ω [12],
(∆Ω)2 =
∫
ρ0r
2 sin2 θ(δ(2)vφ − Ω¯dr)2dV∫
ρ0r2 sin
2 θdV
, (4.41)
onde a velocidade angular me´dia Ω¯dr, caracterizando a deriva de elementos de fluido
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Figura 4.3: Evoluc¸a˜o temporal da rotac¸a˜o diferencial me´dia ∆Ω para diferentes va-
lores de K. Depois de algumas centenas de segundos, a rotac¸a˜o diferencial me´dia
cresce rapidamente, saturando em valores elevados relativamente a` velocidade an-
gular inicial da estrela na˜o perturbada. O valor inicial da amplitude do modo e´
α0 = 10
−6.
ao longo das latitudes estelares, e´ dada por
Ω¯dr =
δ(2)J
I
=
∫
ρ0r
2 sin2 θδ(2)vφdV∫
ρ0r2 sin
2 θdV
. (4.42)
Para o modelo politro´pico considerado, as Eqs. (4.41) e (4.42) da˜o para a rotac¸a˜o
diferencial me´dia a seguinte expressa˜o:
∆Ω =
1
3
α2ΩQ
[
15
56
(
24K2 + 56K + 35
) I˜H˜
J˜2
− (4K + 5)2
]1/2
, (4.43)
onde H˜ =
∫ R
0
ρ0r
8dr/(MR6) = 0.01. Como podemos ver na Fig. 4.3, depois de
algumas centenas de segundos, a rotac¸a˜o diferencial me´dia cresce rapidamente, satu-
rando em valores elevados relativamente a` velocidade angular inicial da estrela.
E´ de notar que a rotac¸a˜o diferencial me´dia e´ sempre diferente de zero, qualquer
que seja o valor do paraˆmetro K. Este resultado e´ a consequeˆncia directa do facto da
variac¸a˜o euleriana de segunda ordem da velocidade ser composta por dois termos, um
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termo induzido pelas quantidades de primeira ordem e outro, fixado pelas condic¸o˜es
iniciais, que e´ um efeito puro de segunda ordem. Visto que estes dois termos na˜o se
cancelam mutuamente, qualquer que seja o valor deK, a rotac¸a˜o diferencial ao longo
das latitudes estelares e´ uma caracter´ıstica inevita´vel dos modos r na˜o lineares.
4.4.2 K < −5/4
Consideremos agora o caso K < −5/4, e vejamos como se processa a evoluc¸a˜o
de α e Ω. Neste caso, como ja´ foi mencionado, a um dado ponto da evoluc¸a˜o, o
modo r tem de ser saturado a` ma˜o para evitar que o momento angular total da
estrela se torne negativo. Assim, durante uma primeira fase da evoluc¸a˜o, α e Ω
sa˜o determinados a partir das equac¸o˜es (4.28) e (4.29) e durante uma segunda fase
α = αsat ≤
√−3/[(4K + 5)Q] e Ω e´ determinado pela Eq. (4.21) com dα/dt = 0:
dΩ
dt
=
2Ω
τGR
α2satQ
1 + 1
3
(4K + 5)α2satQ
. (4.44)
Como ja´ foi frisado, o facto de se fixar o valor da amplitude de saturac¸a˜o αsat a`
ma˜o introduz um elemento de arbitrariedade que na˜o exitia no caso K ≥ −5/4. Em
particular, e´ poss´ıvel escolher αsat de tal forma que o valor final de Ω seja consistente
com os dados observacionais.
Para K < −2 e −2 < K < −5/4, a evoluc¸a˜o de α(t) e Ω(t) na primeira fase
e´ dada pelas Eqs. (4.33) e (4.38). Durante a segunda fase da evoluc¸a˜o, α = αsat e
Ω(t) e´ dada por
Ω(t) = Ω(t∗)
[
0.030α2sat
1 + 1
3
(4K + 5)Qα2sat
(
Ω(t∗)
ΩK
)6
(t− t∗) + 1
]−1/6
, (4.45)
onde t∗ e´ o momento em que ocorre a transic¸a˜o da primeira para a segunda fase da
evoluc¸a˜o e t− t∗ e´ dado em segundos.
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O caso K = −2 e´ o caso particular que foi tratado detalhadamente por Owen
et al. [2] e que apresenta´mos no cap´ıtulo 2. Neste caso, durante a primeira fase da
evoluc¸a˜o, a evoluc¸a˜o das varia´veis α(t) e Ω(t) e´ determinada pelas equac¸o˜es
dΩ
dt
= 0, (4.46)
dα
dt
= − α
τGR
. (4.47)
que admitem as soluc¸o˜es
Ω(t) = Ω0, (4.48)
α(t) = α0e
− t−t0
τGR . (4.49)
Se a velocidade inicial for Ω0 = ΩK , enta˜o τGR = −37.1 s, o que implica que a
perturbac¸a˜o cresce exponencialmente, da amplitude inicial α0 = 10
−6 ate´ valores da
ordem da unidade, em apenas aproximadamente 500 s. Depois desta primeira fase,
relativamente breve, em que Ω se mante´m constante e α cresce exponencialmente,
a amplitude do modo α tem de ser saturada a` ma˜o num valor inferior ou igual a
Q−1/2 = 3.26. A evoluc¸a˜o e´ enta˜o determinada pela Eq. (4.44), cuja soluc¸a˜o e´
Ω(t) = Ω0
[
0.030α2sat(t− t∗)
1−Qα2sat
+ 1
]−1/6
, (4.50)
onde t∗ representa o momento em que ocorre a transic¸a˜o da primeira para a segunda
fase. O valor da velocidade angular da estrela depois de um ano de evoluc¸a˜o esta´
sujeito a um elemento de arbitrariedade devido a` escolha subjectiva do valor da
amplitude de saturac¸a˜o. Por exemplo, depois de um ano de evoluc¸a˜o, para αsat = 1
e Ω0 = ΩK obte´m-se Ω(t=1 ano) ≈ 0.1ΩK , enquanto para αsat = 10−3 a velocidade
angular e´ Ω(t=1 ano) ≈ 0.9ΩK .
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4.5 Evoluc¸a˜o na˜o linear do modo r: soluc¸a˜o nume´-
rica
As Eqs. (4.26) e (4.27) sa˜o demasiado complexas para que consigamos encontrar
a sua soluc¸a˜o anal´ıtica. Assim, vamos, agora, estudar a evoluc¸a˜o temporal da am-
plitude do modo α e da velocidade angular da estrela Ω resolvendo numericamente
as Eqs. (4.26) e (4.27). Para isso precisamos especificar como e´ que a temperatura
da estrela varia com o tempo, visto que a escala temporal da viscosidade, dada pela
Eq. (4.24), e´ uma func¸a˜o da temperatura T .
Assumimos, tal como na Ref. [2], que a temperatura da estrela decresce devido
a` emissa˜o de neutrinos atrave´s do processo URCA,
T (t)
109K
=
[
t
τc
+
(
109K
T0
)6]−1/6
, (4.51)
onde T0 e´ a temperatura inicial da estrela e τc = 1 ano caracteriza a taxa de arrefe-
cimento.
A escala temporal da viscosidade, dada pela Eq. (4.24), aplica-se a um modelo
simples de uma estrela de neutro˜es com viscosidade de volume e de cisalhamento.
Como vimos no cap´ıtulo 2, existem outros tipos de viscosidade associados a` presenc¸a
da crusta [13] ou a` composic¸a˜o do nu´cleo [14]. Pore´m, como os processos envolvi-
dos sa˜o muito complexos, na˜o existe ainda consenso quanto a` escala temporal da
viscosidade mais apropriada para descrever uma estrela de neutro˜es real. Assim,
neste trabalho, usamos simplesmente a escala temporal da viscosidade descrita pela
Eq. (4.24).
Assumimos que a temperatura, a amplitude do modo r e a velocidade angu-
lar da estrela tomam os valores iniciais T0 = 10
11K, α0 = 10
−6 e Ω0 = ΩK , onde
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Figura 4.4: Velocidade angular da estrela em func¸a˜o da temperatura. A linha
tracejada representa a curva de instabilidade, τ−1GR(Ω) + τ
−1
V (Ω, T ) = 0, ou seja o
conjunto de pontos onde o efeito da viscosidade e´ exactamente compensado pelo
efeito da radiac¸a˜o gravitacional.
ΩK = (2/3)
√
piGρ¯ = 5612 s−1 e´ a velocidade angular de Kepler, acima da qual a es-
trela comec¸a a perder massa pelo equador. Assim, durante os primeiros instantes da
evoluc¸a˜o, a viscosidade de volume domina a dinaˆmica das Eqs. (4.26) e (4.27). Mas
isto so´ acontece durante uma fracc¸a˜o de segundo. Efectivamente, a temperatura da
estrela cai ta˜o rapidamente que a forc¸a de reacc¸a˜o da radiac¸a˜o gravitacional torna-
-se quase imediatamente dominante. Esta preponderaˆncia da radiac¸a˜o gravitacional
continua durante a maior parte da evoluc¸a˜o, terminando entre tb = 3.6×106 s (para
K = −5/4) e tb = 7.1 × 106 s (para K À 1). A Fig. 4.4 ilustra a evoluc¸a˜o da
velocidade angular da estrela em func¸a˜o da sua temperatura. A` medida que a es-
trela arrefece e emite ondas gravitacionais, a sua velocidade angular decresce para
valores quase insens´ıveis ao valor de K. Efectivamente, para T = 109 K, as curvas
correspondentes a diferentes valores de K sa˜o quase indistingu´ıveis. Na Fig. 4.5
fazemos uma ampliac¸a˜o do canto inferior esquerdo da Fig. 4.4. Podemos a´ı ver que
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Figura 4.5: Velocidade angular da estrela em func¸a˜o da temperatura para diferentes
valores de K. A linha mais grossa representa a curva de instabilidade, τ−1GR(Ω) +
τ−1V (Ω, T ) = 0.
para diferentes valores de K, as curvas Ω(T ) intersectam a curva de instabilidade
para diferentes valores da temperatura. Contudo, os valores da velocidade angular
da estrela na altura da intersecc¸a˜o (isto e´, quando os efeitos dissipativos comec¸am a
dominar a dinaˆmica da evoluc¸a˜o) dependem apenas ligeiramente de K. Por exem-
plo, para K = −5/4, obtemos Ω(tb) = 0.065Ω0, enquanto para K À 1, obtemos
Ω(tb) = 0.067Ω0, onde tb corresponde ao momento em que a curva da evoluc¸a˜o da ve-
locidade angular da estrela em func¸a˜o do tempo intersecta a curva de instabilidade.
Assim, a conclusa˜o obtida com a soluc¸a˜o anal´ıtica da secc¸a˜o anterior e´ confirmada
pela soluc¸a˜o nume´rica: a velocidade angular da estrela no fim da evoluc¸a˜o da insta-
bilidade do modo r praticamente na˜o depende do valor da rotac¸a˜o diferencial inicial,
parametrizado por K.
A partir do instante tb, a viscosidade de cisalhamento passa a dominar a dinaˆmica
da evoluc¸a˜o e a instabilidade do modo r torna-se inactiva. Em consequeˆncia, a
amplitude α do modo comec¸a a diminuir.
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Figura 4.6: Amplitude do modo r em func¸a˜o do tempo para va´rios valores de K,
tendo em conta o efeito da viscosidade.
Em t = 1 ano, paramos a integrac¸a˜o nume´rica das Eqs. (4.26) e (4.27), dado
que a esta temperatura se espera que os efeitos superfluidos se tornem importantes,
tornando inadequada a escala temporal da viscosidade dada pela Eq. (4.24).
Nas Figs. 4.6 e 4.7 apresentamos a evoluc¸a˜o temporal de α e Ω, durante um
ano, usando a integrac¸a˜o nume´rica das Eqs. (4.26) e (4.27). Tal como referimos, a
amplitude do modo r cresce inicialmente de forma exponencial, saturando ao fim de
algumas centenas de segundos, em valores que dependem de K. Quando os efeitos
da viscosidade de cisalhamento passam a dominar, no instante tb (que depende de
K), a amplitude do modo r comec¸a a diminuir. No que diz respeito a` velocidade
angular da estrela, verificamos que, apo´s algum tempo, esta deixa de depender
significativamente de K. No instante tb, os valores da velocidade angular diferem
muito pouco, estando compreendidos entre 0.065ΩK (para K = −5/4) e 0.067ΩK
(para K À 1), valores estes que esta˜o de acordo, em boa aproximac¸a˜o, com os dados
observacionais. As Figs. 4.6 e 4.7 mostram claramente que os resultados obtidos a
partir da soluc¸a˜o anal´ıtica da secc¸a˜o 4.4 constituem uma aproximac¸a˜o muito boa.
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Figura 4.7: Velocidade angular da estrela em func¸a˜o da tempo para va´rios valores
de K, tendo em conta o efeito da viscosidade.
De facto, notamos pequenas divergeˆncias apenas para t maior ou da ordem de tb.
4.6 Concluso˜es
Este cap´ıtulo foi consagrado ao estudo da evoluc¸a˜o da instabilidade dos modos
r no aˆmbito da teoria na˜o linear. Usa´mos a soluc¸a˜o na˜o linear dos modos r, que
descreve rotac¸a˜o diferencial de natureza puramente cinema´tica, para calcular o mo-
mento angular f´ısico do modo r ate´ a` segunda ordem na amplitude do modo [1].
Modifica´mos, enta˜o, o modelo de evoluc¸a˜o de Owen et al. [2] de modo a incluir
o efeito da rotac¸a˜o diferencial. Mostra´mos que a rotac¸a˜o diferencial desempenha
um papel fundamental na saturac¸a˜o da amplitude do modo r. Estudos anteriores
haviam sugerido que os efeitos na˜o lineares estariam na origem da saturac¸a˜o da
amplitude do modo r. Contudo, a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial sobre a evoluc¸a˜o
da instabilidade na˜o tinha sido demonstrada. Mostra´mos ainda que a velocidade
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angular da estrela no fim da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r praticamente na˜o
depende do valor da rotac¸a˜o diferencial inicial, convergindo para valores que esta˜o
de acordo com os dados observacionais. Os resultados obtidos permitem-nos prever
que a rotac¸a˜o diferencial tambe´m tem um papel importante no que diz respeito a`
detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas devido a` instabilidade do modo r.
Assim, o nosso pro´ximo cap´ıtulo e´ dedicado ao estudo da influeˆncia da rotac¸a˜o dife-
rencial na detectabilidade da radiac¸a˜o gravitacional emitida por estrelas de neutro˜es
rece´m-nascidas em que a instabilidade do modo r se encontra activa.
Refereˆncias
[1] P. M. Sa´, Phys. Rev. D 69 (2004) 084001.
[2] B. J. Owen, L. Lindblom, C. Cutler, B. F. Schutz, A. Vecchio e N. Andersson,
Phys. Rev. D 58 (1998) 084020.
[3] W. C. G. Ho e D. Lai, Astrophys. J. 543 (2000) 386.
[4] S’i. Yoshida, S. Karino, S. Yoshida e Y. Eriguchi, Mon. Not. R. Astron. Soc.
316 (2000) L1.
[5] J. L. Friedman e B. F. Schutz, Astrophys. J. 222 (1978) 281.
[6] P. M. Sa´ e B. Tome´, Phys. Rev. D 71 (2005) 044007.
[7] C. J. Hansen e S. D. Kawaler, Stellar Interiors, Physical Principles, Structure,
and Evolution (Springer-Verlag, New York, 1994) p. 265.
[8] K. S. Thorne, Rev. Mod. Phys. 52 (1980) 299.
[9] L. Linblom, B. J. Owen e S. M. Morsink, Phys. Rev. Lett. 80 (1998) 4843.
BIBLIOGRAFIA 93
[10] L. Lindblom, G. Mendell e B. J. Owen, Phys. Rev. D 60 (1999) 064006.
[11] P. Arras, E. E. Flanagan, S. M. Morsink, A. K. Schenk, S. A. Teukolsky e I.
Wasserman, Astrophys. J. 591 (2003) 1129.
[12] L. Lindblom, J. E. Tohline e M. Vallisneri, Phys. Rev. D 65 (2002) 084039.
[13] L. Bildsten e G. Ushomirsky, Astrophys. J. Lett. 529 (2000) L33.
[14] L. Lindblom e B. J. Owen, Phys. Rev. D 65 (2002) 063006.
Cap´ıtulo 5
Detectabilidade das ondas
gravitacionais
94
CAPI´TULO 5. DETECTABILIDADE DAS ONDAS GRAVITACIONAIS 95
5.1 Introduc¸a˜o
Depois de estudar a evoluc¸a˜o dos modos r no aˆmbito da teoria na˜o linear e,
em particular, a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial sobre esta evoluc¸a˜o, vamos agora
determinar se as ondas gravitacionais emitidas devido a` instabilidade do modo r
em estrelas de neutro˜es rece´m-nascidas podem ser detectadas pelos detectores inter-
ferome´tricos de ondas gravitacionais actualmente em actividade.
De acordo com a Relatividade Geral, as ondas gravitacionais sa˜o perturbac¸o˜es
na curvatura do espac¸o-tempo que se propagam a` velocidade da luz. Como a in-
teracc¸a˜o gravitacional e´ muito fraca, sa˜o necessa´rias grandes quantidades de mate´ria
e grandes acelerac¸o˜es para produzir ondas gravitacionais de amplitude significativa.
Esta amplitude diminui a` medida que as ondas se afastam da fonte. Ao atingirem a
Terra, produzem pequen´ıssimas variac¸o˜es da curvatura do espac¸o-tempo, que, con-
tudo, podem ser detectadas.
Os primeiros detectores de ondas gravitacionais, propostos por Joseph Weber no
in´ıcio dos anos 60 do se´culo passado, eram barras ressonantes de grandes dimenso˜es
que se deformavam a` passagem de ondas gravitacionais de determinadas frequeˆncias.
Posteriormente, as barras ressonantes foram arrefecidas ate´ temperaturas perto do
zero absoluto, o que permitiu aumentar a sua sensibilidade em va´rias ordens de
grandeza. Encontram-se em funcionamente, actualmente, va´rias barras ressonantes.
Por exemplo, o detector NAUTILUS e´ uma barra de alumı´nio de 2300 kg arrefe-
cida a 0.1 K que se encontra na Ita´lia. As suas frequeˆncias de ressonaˆncia sa˜o
de 908 e 924 Hz e tem, nestas frequeˆncias, uma sensibilidade de aproximadamente
10−21 Hz−1/2.
Nos anos 70 do se´culo XX, surgiu outro tipo de detectores, os detectores inter-
CAPI´TULO 5. DETECTABILIDADE DAS ONDAS GRAVITACIONAIS 96
Figura 5.1: Esquema de um detector interferome´trico de ondas gravitacionais (corte-
sia de www.ligo.caltech.edu/LIGO web/about/factsheet.html).
ferome´tricos, cujo princ´ıpio de funcionamento e´ ideˆntico ao de um interfero´metro de
Michelson. No interior dos dois tubos de ac¸o que compo˜em os brac¸os, geralmente
perpendiculares, e´ mantido um va´cuo profundo. Nas extremidades dos brac¸os,
encontram-se espelhos (massas de teste) suspensos de forma a minimizar as per-
turbac¸o˜es do meio ambiente. Um feixe de luz laser e´ injectado no interior dos brac¸os,
sendo reflectido va´rias vezes pelos espelhos. A interfereˆncia entre os feixes de luz
provenientes de cada um dos brac¸os e´ analisada a fim de detectar qualquer desvio
na posic¸a˜o das massas de teste. Na Fig. 5.1 esta´ representado esquematicamente o
princ´ıpio de funcionamento de um detector interferome´trico.
Os primeiros proto´tipos tinham brac¸os com alguns metros de comprimento. A
sua sensibilidade era, contudo, demasiado baixa para permitir a detecc¸a˜o de ondas
gravitacionais. Actualmente, existem va´rios detectores interferome´tricos em com-
pleta operac¸a˜o, nomeadamente, LIGO, Virgo, GEO600 e TAMA.
O LIGO e´ um conjunto de treˆs detectores interferome´tricos, dois constru´ıdos
em Hanford (Washington, EUA), e outro em Livingston (Louisiana, EUA). Os dois
detectores situados em Hanford teˆm brac¸os com comprimentos de 2 e 4 km, par-
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Figura 5.2: Curvas da sensibilidade dos va´rios detectores interferome´tricos de ondas
gravitacionais, onde h(f) =
√
Sh(f) e Sh(f) e´ a densidade espectral de poteˆncia do
ru´ıdo no detector (cortesia de www.johnstonsarchive.net/relativity/pictures.html).
tilhando os mesmos tubos de ac¸o. O detector em Livingston tem brac¸os de 4 km
de comprimento. Visto que os interfero´metros em Hanford e Livingston esta˜o se-
parados por uma distaˆncia significativa (cerca de 3000 km), e´ poss´ıvel correlacionar
os sinais recolhidos de modo a determinar a localizac¸a˜o no ce´u das fontes de ondas
gravitacionais. O LIGO esta´ em operac¸a˜o desde 2002. Na Fig. 5.2 esta˜o represen-
tadas as curvas da sensibilidade dos va´rios detectores interferome´tricos em func¸a˜o
da frequeˆncia da onda gravitacional.
O Virgo e´ um detector de ondas gravitacionais situado na Ita´lia, pro´ximo de Pisa.
A dimensa˜o dos brac¸os e´ de 3 km e a sua sensibilidade ma´xima esta´ muito pro´xima
da sensibilidade do LIGO. Este detector esta´ em operac¸a˜o desde 2003. Comparando
as curvas de sensibilidade do Virgo e do LIGO (Fig. 5.2), verificamos que o Virgo e´
mais sens´ıvel a baixas frequeˆncias. Isto deve-se a` sofisticada suspensa˜o dos espelhos,
CAPI´TULO 5. DETECTABILIDADE DAS ONDAS GRAVITACIONAIS 98
que permite um melhor isolamento das perturbac¸o˜es s´ısmicas do que o LIGO.
O GEO600, situado na Alemanha, e o TAMA, situado no Japa˜o, teˆm brac¸os com
comprimentos menores, 600 m e 300 m, respectivamente. Estes detectores teˆm uma
sensibilidade menor do que o LIGO e o Virgo, podendo, no entanto, detectar ondas
gravitacionais de fontes localizadas mais perto da Terra.
No que diz respeito a futuros detectores interferome´tricos, o projecto da versa˜o
avanc¸ada do LIGO (“Advanced LIGO”) ja´ foi aprovado e este devera´ entrar em fun-
cionamento por volta de 2013. Esta versa˜o do LIGO devera´ atingir uma sensibilidade
pelo menos dez vezes maior do que a versa˜o inicial. O aumento da sensibilidade de
um factor dez significa que um sinal com amplitude suficiente para ser detectado
pela primeira versa˜o podera´ ser detectado se for emitido a uma distaˆncia dez vezes
maior, ou seja, o volume abrangido pelo Advanced LIGO sera´ mil vezes maior.
Consequentemente, a probabilidade de detecc¸a˜o de ondas gravitacionais aumentara´.
Uma versa˜o avanc¸ada do detector Virgo tambe´m esta´ prevista para entrar em
funcionamento por volta de 2013.
Os detectores interferome´tricos podem detectar ondas gravitacionais provenien-
tes de va´rias fontes [1]. Entre estas fontes pode estar uma estrela de neutro˜es
rece´m-nascida que emite ondas gravitacionais devido a` instabilidade do modo r. A
detectabilidade destas ondas gravitacionais depende crucialmente da distaˆncia entre
o detector e a fonte. Por um lado, a amplitude da onda e´ inversamente proporcional
a` distaˆncia ate´ ao detector, pelo que, quanto mais perto da Terra estiver a fonte
maior sera´ a amplitude do sinal recebido e, portanto, maior a possibilidade de ser
detectado. Por outro lado, quanto menor a distaˆncia considerada, menor a probabili-
dade de ocorrer um evento suscept´ıvel de emitir ondas gravitacionais com amplitude
suficiente para serem detectadas. Deste modo, para avaliar a detectabilidade das
ondas gravitacionais, teremos que procurar um compromisso entre a amplitude do
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sinal e a probabilidade de ocorreˆncia de eventos. Assim, iremos nesta tese considerar
distaˆncias ate´ 20 Mpc (de forma a incluir o enxame de gala´xias da Virgem), suficien-
temente pequenas para que a amplitude das ondas gravitacionais seja significativa,
mas suficientemente grandes para que haja um nu´mero razoa´vel de eventos por ano.
Iremos, tambe´m, restringir a nossa ana´lise aos detectores LIGO e Virgo por serem
aqueles que teˆm maior probabilidade de detectar um sinal.
Na pra´tica, a detecc¸a˜o do sinal produzido pelas ondas gravitacionais emitidas por
uma estrela de neutro˜es rece´m-nascida em que a instabilidade do modo r se encontra
activa e´ uma tarefa muito complicada, visto que o sinal e´ muito fraco relativamente
ao ru´ıdo no detector. Assim, e´ necessa´rio utilizar te´cnicas de processamento de
sinal para isolar o sinal do ru´ıdo. Nesta tese, utilizaremos a te´cnica do filtro adap-
tado (matched filtering). Na realidade, o uso desta te´cnica implica o conhecimento
bastante preciso da forma da onda gravitacional, que na˜o esta´ dispon´ıvel actual-
mente, devido a` extrema complexidade das estrelas de neutro˜es reais. Contudo, o
uso desta te´cnica permite-nos fazer uma ana´lise aproximada da detectabilidade das
ondas gravitacionais.
A detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas pelo modo r ja´ foi estu-
dada no passado, nomeadamente por Owen et al. [2], usando o modelo de evoluc¸a˜o
fenomenolo´gico que apresenta´mos detalhadamente no cap´ıtulo 2. Contudo, e tal
como ja´ referimos, a ana´lise de Owen et al. e´ baseada na teoria linearizada e na˜o
tem em conta o efeito da rotac¸a˜o diferencial. Na pro´xima secc¸a˜o, discutiremos
brevemente os resultados de Owen et al. e na secc¸a˜o seguinte apresentaremos os
nossos resultados sobre a detectabilidade de ondas gravitacionais, tendo em conta a
influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial.
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Figura 5.3: Amplitude da onda gravitacional |h(t)| para αsat =
√
2 e para uma fonte
situada a uma distaˆncia de 20 Mpc da Terra.
5.2 Detectabilidade no aˆmbito da teoria linear
Depois de propor um modelo fenomenolo´gico de evoluc¸a˜o da instabilidade do
modo r, Owen et al. [2] debruc¸aram-se sobre a detectabilidade das ondas gravita-
cionais devidas a essa instabilidade. Para tal, determinaram a amplitude da onda
gravitacional em func¸a˜o do tempo para ` = 2, assumindo que as ondas gravitacionais
retiram momento angular da estrela, essencialmente durante a fase de saturac¸a˜o na˜o
linear da instabilidade. Assumiram, ainda, que durante esta fase de saturac¸a˜o, a
amplitude do modo r e´ da ordem da unidade. Na Fig. 5.3 esta´ representada a
amplitude h(t) da onda gravitacional. O facto da amplitude do modo r ter sido
saturada a` ma˜o, provoca uma transic¸a˜o brusca entre a primeira e a segunda fases de
evoluc¸a˜o. Como veremos na pro´xima secc¸a˜o, quando a saturac¸a˜o da amplitude do
modo acontece de forma natural, a transic¸a˜o entre as duas fases de evoluc¸a˜o ocorre
de forma suave.
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Figura 5.4: Amplitude da onda gravitacional |h˜(f)| para αsat =
√
2 e para uma
fonte situada a uma distaˆncia de 20 Mpc da Terra.
Owen et al. [2] tambe´m analisaram a evoluc¸a˜o da amplitude da onda gravitacional
em func¸a˜o da frequeˆncia, que se encontra representada na Fig. 5.4. O pico para
uma frequeˆncia de aproximadamente 1200 Hz e´ devido ao facto de na primeira fase
de evoluc¸a˜o a velocidade angular da estrela praticamente na˜o variar, o que leva a`
emissa˜o de ondas gravitacionais quasi-monocroma´ticas. Efectivamente, como vimos
no cap´ıtulo 2, ao descrevermos o modelo de evoluc¸a˜o de Owen et al. [2], durante a
primeira fase da evoluc¸a˜o a velocidade angular da estrela e´ determinada por
dΩ
dt
= −2Ω
τV
α2Q
1 + α2Q
, (5.1)
onde τV representa a escala temporal associada aos efeitos da viscosidade. Como
inicialmente os efeitos da viscosidade podem ser negligenciados em comparac¸a˜o com
os efeitos da radiac¸a˜o gravitacional, a Eq. (5.1) pode ser aproximada por dΩ/dt ≈
0. Assim, na primeira fase, Ω ≈ const. e a frequeˆncia da onda gravitacional e´
f = 2Ω/(3pi) ≈ const.
No que diz respeito a` detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas pelos
modos r, Owen et al. [2] calcularam a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo para uma fonte
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localizada aD = 20 Mpc da Terra. A esta distaˆncia (que inclui o enxame de gala´xias
da Virgem), espera-se uma taxa de formac¸a˜o de estrelas de neutro˜es em supernovas
suficientemente elevada para que a probabilidade de detecc¸a˜o seja razoa´vel. Ob-
tiveram para a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo, usando a te´cnica do filtro adaptado, os
seguintes valores: S/N = 1.24, 7.6 e 10.6 para LIGO I, II e III, respectivamente1.
Analisando os valores de S/N , Owen et al. conclu´ıram que somente a nova gerac¸a˜o
de detectores (LIGO II e III) teria a possibilidade de detectar um sinal proveniente
de uma fonte situada a` distaˆncia de 20 Mpc da Terra.
Outros autores debruc¸aram-se sobre a possibilidade de detectar ondas gravita-
cionais levando em conta efeitos na˜o lineares na saturac¸a˜o da amplitude do modo r,
nomeadamente, considerando a influeˆncia da interacc¸a˜o na˜o linear entre os modos
[3]. Para este efeito, usaram os resultados obtidos para a amplitude de saturac¸a˜o do
modo r no modelo de Owen et al. [2]. Como a amplitude de saturac¸a˜o na presenc¸a
da interacc¸a˜o na˜o linear entre modos e´ cerca de duas ordens de grandeza inferior a`
amplitude de saturac¸a˜o de Owen et al. [2], a distaˆncia ma´xima ate´ a qual esperam
poder detectar um sinal e´ menor, da ordem de 200 kpc [3]. Visto que o nu´mero de
supernovas num volume de raio 200 kpc e´ muito reduzido (algumas por se´culo), a
probabilidade de detecc¸a˜o de ondas gravitacionais emitidas por estrelas de neutro˜es
tambe´m e´ muito reduzida.
1E´ de notar que, na altura em que Owen et al. escreveram o seu artigo (1998), estava previsto
que o LIGO teria duas verso˜es avanc¸adas o LIGO II e o LIGO III. Mais tarde, estes dois projectos
foram fundidos num so´, o chamado “Advanced LIGO”.
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5.3 Detectabilidade no aˆmbito da teoria na˜o li-
near
Usando o modelo de evoluc¸a˜o descrito em pormenor no cap´ıtulo anterior, pro-
pomo-nos analisar a detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas devido a` ins-
tabilidade do modo r, tendo em conta a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial [4].
Como vimos no cap´ıtulo precedente, durante a evoluc¸a˜o da instabilidade do modo
r, uma parte do momento angular inicial de uma estrela de neutro˜es jovem e´ emi-
tida sob a forma de ondas gravitacionais, levando a uma diminuic¸a˜o da velocidade
de rotac¸a˜o da estrela. Estas ondas gravitacionais podera˜o em princ´ıpio ser detec-
tadas pelos detectores de interferometria laser LIGO e Virgo, usando estrate´gias de
detecc¸a˜o apropriadas.
A frequeˆncia das ondas gravitacionais e´ dada por [2]
f =
2Ω
3pi
(5.2)
onde Ω e´ a velocidade angular da estrela de neutro˜es. Assim, no nosso caso, o inter-
valo de frequeˆncias esta´ compreendido entre fmin = (77− 80) Hz e fmax = 1191 Hz,
onde a frequeˆncia ma´xima corresponde ao valor inicial da velocidade angular da
estrela, ΩK = 5612 s
−1, e a frequeˆncia mı´nima corresponde a` velocidade angular
final da estrela, Ω(tb), que varia entre 0.065ΩK (para K = −5/4) e 0.067ΩK (para
K À 1)2.
Vamos comec¸ar por determinar a amplitude da onda gravitacional, que e´ dada
2tb corresponde ao momento em que termina a segunda fase da evoluc¸a˜o e foi determinado
resolvendo numericamente as Eqs. (4.26) e (4.27) para va´rios valores do paraˆmetro K (ver cap´ıtulo
anterior).
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pela expressa˜o [2]
h(t) =
√
3
80pi
ω2S22
D
, (5.3)
onde o momento multipolar de corrente e´ [5]
S22 =
32
√
2pi
15
GMR3
c5
αΩJ˜ , (5.4)
D e´ a distaˆncia ate´ a` fonte e ω = −4Ω/3 e´ a frequeˆncia do modo r no referencial
inercial. Para o modelo politro´pico considerado no cap´ıtulo 4 (M = 1.4M¯, R =
12.53 km e J˜ = 1.635× 10−2) obtemos para a amplitude da onda gravitacional
|h(t)| = 1.3× 10−24α
(
Ω
ΩK
)3(
20 Mpc
D
)
, (5.5)
onde Ω(t) e´ a velocidade angular da estrela e α(t) e´ a amplitude do modo r. Para de-
terminar como e´ que |h(t)| varia durante a evoluc¸a˜o da instabilidade, usamos para α
e Ω os valores obtidos no cap´ıtulo 4. Mais concretamente, resolvemos numericamente
as Eqs. (4.26) e (4.27), que incluem os efeitos da viscosidade (ver Fig. 5.5). Visto
que durante a maior parte da evoluc¸a˜o da instabilidade, a influeˆncia da viscosidade
e´ negligencia´vel, tambe´m podemos usar as Eqs. (4.28) e (4.29) para determinar α(t)
e Ω(t). Tal como vimos no cap´ıtulo anterior isto constitui uma boa aproximac¸a˜o.
Durante a primeira fase de evoluc¸a˜o, substituindo α e Ω pelas expresso˜es (4.34)
e (4.39), respectivamente, obte´m-se que |h(t)| cresce exponencialmente. Durante a
segunda fase, substituindo α e Ω pelas expresso˜es (4.35) e (4.40), respectivamente,
obte´m-se que |h(t)| decresce lentamente como t−1/2. O valor ma´ximo da amplitude
da onda gravitacional e´ atingido no instante t∗, determinado pela expressa˜o
d|h|
dt
(t∗) = 0, (5.6)
ou, equivalentemente,
Ω
dα
dt
(t∗) + 3α
dΩ
dt
(t∗) = 0. (5.7)
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Figura 5.5: Amplitude da onda gravitacional |h(t)| para diferentes valores de K e
para uma distaˆncia ate´ a` fonte D = 20 Mpc. Em t∗ ≈ [543.1 − 18.5 ln(K + 2)] s a
amplitude da onda gravitacional atinge o seu valor ma´ximo, hmax = 9.5×10−25(K+
2)−1/2.
Substituindo dα/dt e dΩ/dt pelas expresso˜es (4.28) e (4.29), respectivamente, obte-
mos a equac¸a˜o
−
[
1 +
4
3
(K + 2)Qα(t∗)2
]
Ω(t∗)α(t∗)
τGR(t∗)
+ 8(K + 2)Q
Ω(t∗)α(t∗)3
τGR(t∗)
= 0, (5.8)
cuja soluc¸a˜o e´
α(t∗) =
√
3
20(K + 2)Q
, (5.9)
onde Q = 0.094 no aˆmbito do modelo politro´pico considerado. Substituindo α(t∗)
na expressa˜o (4.31), obte´m-se que
Ω(t∗) =
5
6
Ω0, (5.10)
onde consideramos que 4(K+2)Qα20/3¿ 1. O valor ma´ximo da amplitude da onda
gravitacional e´ enta˜o dado aproximadamente pela expressa˜o (5.5) onde α e Ω sa˜o
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substitu´ıdos pelas expresso˜es (5.9) e (5.10), respectivamente,
hmax = 9.5× 10−25 1√
K + 2
(
20 Mpc
D
)
, (5.11)
onde consideramos que Ω0 = ΩK . O momento t∗ em que a amplitude da onda gravi-
tacional atinge o seu valor ma´ximo pode ser determinado simplesmente substituindo
a expressa˜o (5.9) na Eq. (4.33) ou a expressa˜o (5.10) na Eq. (4.38). Considerando,
por exemplo, o primeiro caso e assumindo que 4(K + 2)Qα20/3¿ 1, temos que
− 1
τ˜GR
(
2
3
)6
t∗ = ln
√
3
20(K + 2)Qα20
+
5∑
n=1
5!
2n(5− n)!n!
(
1
5
)n
, (5.12)
de onde se obte´m que
t∗ = 543.1− 18.5 ln(K + 2) s, (5.13)
onde τ˜GR = −3.26 s (ver Eq. 4.20) e assumimos que α0 = 10−6. Se compararmos
este valor com o valor de ta da expressa˜o (4.36), notamos que o valor ma´ximo da
amplitude da onda gravitacional ocorre breves segundos depois do fim da primeira
fase da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo.
Determinemos, agora, a amplitude da onda gravitacional no domı´nio das frequeˆn-
cias, |h˜(f)| 3, usando a aproximac¸a˜o da fase estaciona´ria, nomeadamente,
|h˜(f)| = |h(t)|/
√
|df/dt|, (5.14)
onde df/dt e´ directamente deduzido da Eq. (4.26),
df
dt
= α2
[
−8.1(K + 2)
(
f
fmax
)7
+ 0.02
(
K +
5
4
)(
f
fmax
)3
s
t
+3.8× 10−9
(
K +
5
4
)
f
fmax
(
t
s
)1/3]
Hz/s. (5.15)
Nesta expressa˜o, o segundo termo do lado direito torna-se menor do que o primeiro
termo depois de apenas uma fracc¸a˜o de segundo, enquanto o terceiro termo so´ se
3h˜(f) e´ a transformada de Fourier de h(t), dada por h˜(f) =
∫∞
−∞ e
2piifth(t)dt.
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torna compara´vel ao primeiro no fim da segunda fase da evoluc¸a˜o. Assim, conserva-
mos unicamente o primeiro termo do lado direito da Eq. (5.15), pelo que, a amplitude
da onda gravitacional no domı´nio das frequeˆncias, |h˜(f)|, e´ dada simplesmente por
|h˜(f)| = 4.6× 10
−25
√
K + 2
√
fmax
f
(
20 Mpc
D
)
Hz−1. (5.16)
Esta expressa˜o e´ va´lida durante as duas fases da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo
r para frequeˆncias variando de fmin = (77− 80) Hz ate´ fmax = 1191 Hz.
A amplitude da onda gravitacional no domı´nio das frequeˆncias pode ser deduzida
usando outro me´todo. Esse me´todo, que foi usado por Owen et al. [2], baseia-se no
facto de dJ/df ∝ I, onde J e´ o momento angular total da estrela, f e´ a frequeˆncia
da onda gravitacional emitida e I e´ o momento de ine´rcia da estrela na˜o perturbada.
Efectivamente, das Eqs. (4.7) e (4.8), obtemos que
dJ
dΩ
= I
[
1 +
1
3
(4K + 5)Qα2
(
1 + 2
Ω
α
dα
dΩ
)]
, (5.17)
onde Q ≡ 3J˜/(2I˜). Podemos usar, agora, as equac¸o˜es (4.28) e (4.29) para relacionar
dα e dΩ, nomeadamente,
dΩ
Ω
= −
8
3
(K + 2)Qα
1 + 4
3
(K + 2)Qα2
dα. (5.18)
Inserindo esta expressa˜o na Eq. (5.17) e usando f = 2Ω/(3pi), obtemos
dJ
df
=
9piI
8(K + 2)
. (5.19)
Como a Eq. (5.19) e´ va´lida durante as duas fases da evoluc¸a˜o da instabilidade
do modo r, podemos deduzir a amplitude da onda gravitacional no domı´nio das
frequeˆncias pelo me´todo proposto na Ref. [2] chegando a` expressa˜o (5.16). O facto
da Eq. (5.19) ser va´lida durante as duas fases da evoluc¸a˜o da instabilidade reveste-
-se, aqui, de uma grande importaˆncia dado que no trabalho de Owen et al. [2] isto
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Figura 5.6: Amplitude da onda gravitacional no domı´nio das frequeˆncias, |h˜(f)|,
para diferentes valores de K e uma distaˆncia ate´ a` fonte D = 20 Mpc.
na˜o se verifica. Efectivamente, no modelo proposto por Owen et al. [2], a relac¸a˜o
dJ/df ∝ I so´ e´ va´lida durante a segunda fase da evoluc¸a˜o, pelo que a expressa˜o
obtida por eles para |h˜(f)| so´ se aplica a esta fase.
Na Fig. 5.6 representamos a amplitude da onda gravitacional |h˜(f)| para dife-
rentes valores de K e para frequeˆncias da onda gravitacional compreendidas entre
fmin e fmax.
E´ importante lembrar, aqui, que no aˆmbito do modelo de evoluc¸a˜o proposto por
Owen et al. [2], a amplitude da onda gravitacional no domı´nio das frequeˆncias apre-
senta um pico nas altas frequeˆncias (ver Fig. 5.4). A existeˆncia desse pico deve-se ao
facto de, durante a primeira fase da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, a veloci-
dade angular da estrela evoluir muito lentamente segundo a escala temporal da vis-
cosidade, conduzindo a uma emissa˜o de ondas gravitacionais quasi-monocroma´ticas
durante os primeiros 500 s da evoluc¸a˜o. Contudo, como mostra´mos no cap´ıtulo
4, se tivermos em conta a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial, nomeadamente, a sua
contribuic¸a˜o para o momento angular f´ısico da perturbac¸a˜o do modo r, enta˜o a
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velocidade angular da estrela evolui segundo a escala temporal da radiac¸a˜o gra-
vitacional logo na primeira fase de evoluc¸a˜o [ver Eq. (4.26)]. Em consequeˆncia, a
amplitude da onda gravitacional, |h˜(f)|, e´ dada pela expressa˜o (5.16) tambe´m na
primeira fase da evoluc¸a˜o e na˜o aparece o pico.
Analisemos, agora, a possibilidade de detectar as ondas gravitacionais emitidas
devido a` instabilidade do modo r em estrelas de neutro˜es rece´m-nascidas, usando os
detectores interferome´tricos LIGO e Virgo. Devido a` complexidade das estrelas de
neutro˜es reais, o nosso conhecimento actual da evoluc¸a˜o da instabilidade do modo
r na˜o e´ suficiente para prever a forma da onda gravitacional com uma precisa˜o
tal que nos permita aplicar uma te´cnica de processamento de sinal tipo filtragem
adaptada. Contudo, podemos usar a filtragem adaptada para fazer uma estimativa
da detectabilidade do sinal produzido pela passagem das ondas gravitacionais nos
detectores. Com este objectivo, a amplitude caracter´ıstica do sinal,
hc(f) ≡ f |h˜(f)| = 5.5× 10
−22
√
K + 2
√
f
fmax
(
20 Mpc
D
)
, (5.20)
e´ comparada com o valor eficaz da sensibilidade do detector,
hrms(f) =
√
fSh(f), (5.21)
onde Sh(f) e´ a densidade espectral de poteˆncia do ru´ıdo. Para frequeˆncias no in-
tervalo 50 Hz ≤ f ≤ 1200 Hz, as curvas para as densidades espectrais de poteˆncia
do ru´ıdo do LIGO [6], do Virgo [7] e do Advanced LIGO [8] sa˜o bem aproximadas
pelas seguintes expresso˜es anal´ıticas [4], respectivamente,
Sh(f) = S1
[(
f1
f
)4
+
(
f
f1
)2]
, (5.22)
onde S1 = 3.4× 10−46 Hz−1 e f1 = 142.0 Hz,
Sh(f) = S2
[
1 +
1
6
(
f2
f
)2
+
1
6
(
f
f2
)2]
, (5.23)
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Figura 5.7: Comparac¸a˜o entre os valores eficazes da sensibilidade dos detectores
LIGO e Virgo e as amplitudes caracter´ısticas do sinal para D = 20 Mpc, D = 1 Mpc
e D = 30 kpc.
onde S2 = 1.5× 10−45 Hz−1 e f2 = 249.6 Hz, e
Sh(f) = S3
{
1 +
(
f3
f
)7
− 10
3
(
f
f4
)[
1−
(
f
f4
)
+
3
50
(
f
f4
)2]}
, (5.24)
onde S3 = 2.2× 10−47 Hz−1, f3 = 52.8 Hz e f4 = 421.3 Hz.
Na Fig. 5.7 as curvas correspondentes aos valores eficazes da sensibilidade dos
detectores LIGO e Virgo sa˜o comparadas com as curvas correspondentes a` amplitude
caracter´ıstica do sinal da onda gravitacional para diferentes valores do paraˆmetroK e
para distaˆncias da Terra ate´ a` fonte deD = 20 Mpc, D = 1 Mpc eD = 30 kpc. Para
uma distaˆncia de D = 20 Mpc, que inclui o enxame de gala´xias da Virgem, onde
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Figura 5.8: Comparac¸a˜o entre o valor eficaz da sensibilidade do detector Advanced
LIGO e as amplitudes caracter´ısticas do sinal para D = 20 Mpc, D = 1 Mpc e
D = 30 kpc.
algumas supernovas por ano sa˜o esperadas [9], notamos que na˜o ha´ possibilidade
de detectar qualquer sinal com os detectores LIGO e Virgo, mesmo que a rotac¸a˜o
diferencial inicial seja pequena (K ≈ 0). No entanto, quando consideramos uma
distaˆncia menor entre o detector e a fonte, o sinal passa a ser detecta´vel, mas a
probabilidade de ocorrer algum evento diminui muito. Por exemplo, para D =
30 kpc, que inclui a nossa Gala´xia, a taxa de formac¸a˜o de supernovas e´ somente de
1 ou 2 supernovas por se´culo [10]; neste caso, a probabilidade de detectar um sinal
e´ muito reduzida.
Na Fig. 5.8, fazemos a mesma comparac¸a˜o mas, desta feita, considerando o
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detector de ondas gravitacionais Advanced LIGO. Aqui, devido a` maior sensibilidade
do detector, verifica-se que para D = 20 Mpc as ondas gravitacionais devidas a` ins-
tabilidade do modo r podem ser detectadas se a rotac¸a˜o diferencial inicialmente
presente na estrela na˜o for muito elevada (K . 100). Para distaˆncias inferiores, o
sinal e´ detecta´vel mesmo para K À 1; contudo, tal como acima referimos, neste
caso, a probabilidade de ocorreˆncia de uma supernova e´ reduzida.
A caracter´ıstica mais importante das Figs. 5.7 e 5.8 e´ que a detectabilidade
das ondas gravitacionais devidas a` instabilidade do modo r em estrelas de neutro˜es
jovens reduz-se drasticamente com o aumento do valor inicial da rotac¸a˜o diferencial
associada ao modo r. Efectivamente, para K & 100, ate´ o detector Advanced LIGO
na˜o tera´ sensibilidade suficiente para detectar as ondas gravitacionais se a fonte
estiver a uma distaˆncia de 20 Mpc da Terra. Quanto maior for a rotac¸a˜o diferencial
inicial mais dif´ıcil se torna a detecc¸a˜o de ondas gravitacionais. Assim, a rotac¸a˜o
diferencial associada aos modos r tem um papel fundamental na detectabilidade das
ondas gravitacionais.
A comparac¸a˜o visual, nas Figs. 5.7 e 5.8, entre a amplitude caracter´ıstica do
sinal e o valor eficaz da sensibilidade do detector da´-nos uma medida qualitativa da
raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo usando a te´cnica de filtro adaptado. Uma determinac¸a˜o
quantitativa da raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo e´ obtida a partir de
(
S
N
)2
= 2
fmax∫
fmin
df
f
(
hc
hrms
)2
, (5.25)
de onde, para fmin = (77− 80) Hz e fmax = 1191 Hz, se obte´m
S
N
≈ 1√
K + 2
20 Mpc
D
×

0.9 (LIGO)
0.7 (Virgo)
12.9 (Advanced LIGO)
. (5.26)
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Figura 5.9: Para valores de D e de K correspondentes a pontos abaixo da linha, a
raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo e´ S/N > 4 para o detector Advanced LIGO.
Para os detectores LIGO e Virgo, ate´ para uma rotac¸a˜o diferencial inicial pequena
(K ≈ 0), a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo na˜o e´ significativa para D = 20 Mpc.
Evidentemente, esta raza˜o pode ser aumentada se considerarmos fontes situadas
a distaˆncias menores, mas sera´ a` custa do decresc´ımo do nu´mero de supernovas
esperado por ano, e, por conseguinte, da probabilidade de uma detecc¸a˜o.
Para o detector Advanced LIGO, a situac¸a˜o melhora nitidamente. Assim, para
pequenos valores de K, a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo e´ significativa ate´ para
D = 20 Mpc. Portanto, e dado que a tal distaˆncia e´ previs´ıvel a ocorreˆncia de
algumas supernovas por ano, e´ de esperar que o detector Advanced LIGO consiga
detectar ondas gravitacionais devidas ao modo r de estrelas de neutro˜es jovens.
Contudo, isto so´ se verificara´ se as estrelas de neutro˜es nascerem com pouca rotac¸a˜o
diferencial associada ao modo r. Mas este pode na˜o ser o caso! Se uma estrela
de neutro˜es nascer com uma quantidade substancial de rotac¸a˜o diferencial (K &
100), enta˜o as ondas gravitacionais devidas ao modo r na˜o podera˜o ser detectadas
nem mesmo pelo detector Advanced LIGO. No entanto, como ja´ menciona´mos,
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Figura 5.10: Evoluc¸a˜o temporal do momento angular total da estrela, J , para dife-
rentes valores de K.
poder´ıamos considerar distaˆncias menores ate´ a` fonte, pore´m o nu´mero de eventos
por ano tambe´m diminuiria e, em consequeˆncia, diminuiria a probabilidade de uma
detecc¸a˜o.
Considerando, por exemplo, que uma raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo S/N = 4 e´
suficiente para uma detecc¸a˜o com o detector Advanced LIGO, enta˜o da Eq. (5.26),
obtemos que um sinal de uma dada fonte pode ser detectado se a distaˆncia ate´ essa
fonte for menor do que 64.5 Mpc/
√
K + 2 (ver Fig. 5.9). Para pequenos valores da
rotac¸a˜o diferencial inicial (K . 10), um sinal poderia ser detectado se a distaˆncia
ate´ a` fonte fosse menor do que aproximadamente 20 Mpc. Por outro lado, se estrela
nascer com uma quantidade de rotac¸a˜o diferencial significativa (por exemplo, K &
106), enta˜o uma detecc¸a˜o so´ seria poss´ıvel se a estrela estivesse situada a menos
de 60 kpc da Terra. Numa esfera com este raio, somente uma ou duas supernovas
por se´culo sa˜o esperadas [10]; assim, neste caso, a probabilidade de detectar ondas
gravitacionais devidas ao modo r e´ relativamente reduzida.
O resultado fundamental, que um aumento da rotac¸a˜o diferencial associada ao
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Figura 5.11: Momento angular transportado pelas ondas gravitacionais em func¸a˜o
do tempo, ∆J(t), para diferentes valores deK. ParaK À 1, so´ uma pequena porc¸a˜o
do momento angular inicial da estrela e´ emitido sob a forma de ondas gravitacionais.
modo r torna mais dif´ıcil a detecc¸a˜o das ondas gravitacionais devidas a` instabi-
lidade deste modo, pode ser facilmente explicado do ponto de vista de variac¸o˜es
do momento angular. Efectivamente, no in´ıcio da evoluc¸a˜o o momento angular
da estrela e´ aproximadamente J0 = IΩ0 assumindo-se que (4K + 5)Qα
2
0/3 ¿ 1.
Vamos considerar que, inicialmente, α0 = 10
−6 e Ω0 = ΩK . Devido a` instabilidade
do modo r, o momento angular inicial da estrela vai decrescer para valores que
dependem crucialmente de K. Este resultado esta´ claramente ilustrado na Fig. 5.10.
A diferenc¸a ∆J = J0 − J(t) e´ emitida sob a forma de ondas gravitacionais (ver
Fig. 5.11). Nesta figura, constatamos que quanto maior e´ o valor de K, menor e´ a
quantidade de momento angular emitida sob a forma de ondas gravitacionais. Este
resultado deve-se ao facto de quanto maior K, maior a quantidade de momento
angular transferida para o modo r (ver Fig. 5.12).
Na Fig. 5.13, comparamos a evoluc¸a˜o temporal, para K = 0 e K = 10, dos
diferentes momentos angulares: momento angular total da estrela, J , momento
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Figura 5.12: Evoluc¸a˜o temporal do momento angular do modo r, δ(2)J , para difer-
entes valores de K.
angular do modo r, δ(2)J , momento angular transportado pelas ondas gravitacionais,
∆J , e o momento angular da estrela na˜o perturbada, IΩ. Para o caso K = 0, apesar
do momento angular da estrela na˜o perturbada decrescer para aproximadamente 7%
do seu valor inicial, o momento angular total da estrela so´ decresce para 65% do seu
valor inicial. Isto deve-se ao facto de uma parte do momento angular inicial da estrela
(mais precisamente 58%) ser transferida para o modo r, uma consequeˆncia do ra´pido
aumento da rotac¸a˜o diferencial me´dia, ∆Ω, como vimos no cap´ıtulo anterior. Em
consequeˆncia, somente cerca de 35% do momento angular inicial da estrela e´ emitido
sob a forma de ondas gravitacionais. Para K = 10, o momento angular da estrela
na˜o perturbada tambe´m decresce para aproximadamente 7% do seu valor inicial,
mas o momento angular total da estrela so´ decresce para 94% do seu valor inicial,
neste caso. Efectivamente, aproximadamente 87% do momento angular inicial da
estrela e´ transferido para o modo r e somente 6% e´ emitido sob a forma de ondas
gravitacionais. Para valores maiores de K, o momento angular emitido sob a forma
de ondas gravitacionais e´ menor, nomeadamente, ∆J/J0 < 1% para K > 100.
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Figura 5.13: Evoluc¸a˜o temporal do momento angular total da estrela, J , do momento
angular da estrela na˜o perturbada, IΩ, do momento angular do modo r, δ(2)J , e do
momento angular emitido sob a forma de ondas gravitacionais, ∆J , para K = 0 e
K = 10.
Tal como Owen e Lindblom mostraram [11], baseados num argumento na˜o pu-
blicado de Blandford, a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo dada pela expressa˜o (5.25) e´
bem aproximada por (
S
N
)2
≈ 2G
5pic3D2
∆J(tb)
h2rms
, (5.27)
onde ∆J(tb) = J0−J(tb) e tb e´ o instante em que a segunda fase da evoluc¸a˜o termina.
Usando as Eqs. (4.7) e (4.8), o momento angular total emitido sob a forma de ondas
gravitacionais pode ser escrito como
∆J(tb)
J0
≈ 1− Ω(tb)
Ω0
− 1
3
(4K + 5)Q
Ω(tb)
Ω0
α2(tb), (5.28)
ou, visto que Ω ≈ Ω0[1 + 43(K + 2)Qα2]−1, como
∆J(tb)
J0
≈ 3
4(K + 2)
(
1− Ω(tb)
Ω0
)
, (5.29)
onde Ω(tb) = (0.065−0.067)Ω0. Assim, para K À 1, somente uma pequena parte do
momento angular da estrela e´ emitida sob a forma de ondas gravitacionais. Conse-
CAPI´TULO 5. DETECTABILIDADE DAS ONDAS GRAVITACIONAIS 118
quentemente, quanto maior K, menor a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo [ver Eq. (5.27)]
e a detecc¸a˜o das ondas gravitacionais torna-se uma tarefa mais dif´ıcil.
5.4 Concluso˜es
Neste cap´ıtulo, investiga´mos a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial na detectabi-
lidade da radiac¸a˜o gravitacional emitida por uma estrela de neutro˜es jovem, quente
e com rotac¸a˜o ra´pida, quando esta abranda devido a` instabilidade do modo r.
Usa´mos um modelo de evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r, que tem em conta a
rotac¸a˜o diferencial [12], para deduzir a amplitude da onda gravitacional, |h(t)|, e a
sua transformada de Fourier, |h˜(f)|. Mostra´mos que o valor ma´ximo da amplitude
da onda gravitacional, hmax, depende da rotac¸a˜o diferencial inicial associada ao
modo r, nomeadamente, hmax ∝ (K + 2)−1/2. Tambe´m mostra´mos que a amplitude
das ondas gravitacionais no domı´nio das frequeˆncias, |h˜(f)|, na˜o tem um pico nas
altas frequeˆncias, contrariamente ao resultado obtido na Ref. [2]. Aı´, o pico de
|h˜(f)| deve-se ao facto de durante a primeira fase da evoluc¸a˜o da instabilidade do
modo r, a velocidade angular da estrela evoluir muito lentamente na escala temporal
da viscosidade, levando a` emissa˜o de uma onda gravitacional quasi-monocroma´tica
durante as primeiras centenas de segundos. Contudo, como vimos, se tivermos em
conta a influeˆncia da rotac¸a˜o diferencial, enta˜o a velocidade angular da estrela evolui,
ja´ na primeira fase, na escala temporal da radiac¸a˜o gravitacional e, por conseguinte,
durante esta fase da evoluc¸a˜o a onda gravitacional na˜o e´ monocroma´tica e |h˜(f)|
na˜o apresenta um pico.
Neste estudo, assumimos a te´cnica de filtragem adaptada para investigar a de-
tectabilidade do sinal de ondas gravitacionais. Pore´m, o nosso conhecimento da
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evoluc¸a˜o da instabilidade do modo r na˜o e´ suficiente para prever a forma da onda
gravitacional com uma precisa˜o tal que nos permita aplicar esta te´cnica optimal
de processamento de sinal. No entanto, existem estrate´gias de processamento de
sinal na˜o optimais que produzem resultados muito pro´ximos daqueles obtidos com a
filtragem adaptada (ver, por exemplo, [13] ou [14]). Assim, os nossos resultados so-
bre a detectabilidade das ondas gravitacionais dos modos r podem ser considerados
como uma boa aproximac¸a˜o.
Assumindo, enta˜o, a te´cnica de filtragem adaptada, a amplitude caracter´ıstica
do sinal, hc(f), foi comparada com o valor eficaz da sensibilidade dos detectores
LIGO, Virgo e Advanced LIGO. Chegamos a` conclusa˜o que a detectabilidade das
ondas gravitacionais devidas a` instabilidade do modo r e´ drasticamente reduzida
com o aumento do valor inicial da rotac¸a˜o diferencial associada ao modo r. Para
os detectores LIGO e Virgo, a raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo para fontes situadas a
20 Mpc e´ menor do que a unidade, ate´ para pequenos valores da rotac¸a˜o diferencial
inicial associada aos modos r (K ≈ 0), tornando imposs´ıvel qualquer detecc¸a˜o.
Para o Advanced LIGO, se K ≈ 0, enta˜o uma raza˜o S/N ≥ 10 pode ser obtida para
D = 20 Mpc. Contudo, se as estrelas de neutro˜es nascerem com rotac¸a˜o diferencial
substancial, enta˜o, neste caso, a detecc¸a˜o so´ seria poss´ıvel se a distaˆncia ate´ estas
estrelas fosse consideravelmente menor que 20 Mpc. Por exemplo, se K = 105,
para obter uma raza˜o entre o sinal e o ru´ıdo maior que 10 e´ preciso que a fonte
esteja situada a uma distaˆncia ma´xima de 80 kpc, o que corresponde a uma esfera
que compreende a Via La´ctea, as Nuvens de Magalha˜es e mais algumas pequenas
gala´xias, esfera na qual apenas algumas supernovas por secu´lo sa˜o esperadas.
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